Limit ve Siireklilik

Amaglar

Bu tiniteyi calistiktan sonray

@& bir fonksiyonun, bir nokta civarindaki davranigini inceleyebilecek yani bu
noktadaki limitini bulacak,

@ bir fonksiyonun limitini daba kolay bulabilecek,

@& fonksiyonun bir noktadaki limitini; bu noktaya sagdan ve soldan yaklasan
degerlerle bulacak,

& fonksiyonun bir noktadaki limiti ile bu noktadaki degeri arasindaki iliskiyi
karsilastiracak,

S fonksiyonun en kiictik ve en biiyiik degerinin olup olmadigini arastirabileceksiniz.
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Limit ve Sireklilik

DIKKAT

Icindekiler

e Giris

e Limil Kavrami

o Limit Ozellikleri

e Tek Yonlii Limitler

o Stireklilik

e Siirekli Fonksiyonlarim Ozellikleri

Yammizda bir besap makinesi bulundurunuz.

e Orneklerde sizin yapmamz istedigimiz islemleri mutlaka yapiniz.

* Fonksiyonun grafigini cizerek limitin ne anlama geldigini grafikten
gormeye calisinmiz.

*  Bir noktada siirekli bir fonksiyonla, siireksiz fonksiyonun davranig-
lar: araswmndaki fark: grafik tizerinde gormeye calisiniz.

Giris
Matematigin, ekonomi ve diger wygulamali bilimlerde en cok kullanilan kavram-
lari olan tiirev ve integral kavramlar: limit kavrami tizerine insa edilmislerdir.
Matematikte baska kavramlara da anlam kazandiran limit kavran, bu neden-
lerden dolayr matematigin en temel kavvamlarindan birisidir.

Biz bu tinitede, limit kavramini ve onunla cok yakindan ilgili bir diger énem-
li kavram, siirekliligi inceleyecegiz. Incelememizde sizler icin gereksiz ve sikici
ayrintilar iceven kesin matematiksel yaklasim yerine sezgisel yaklasima agiriik
verecegiz. Tanimlar: ve temel ozellikleri belirli bir biitrinliik icerisinde crneklerle
agiklayacagiz. Daba ¢ok matematikgileri ilgilendiren teorik yaklasimlara yer
vermeyecegiz.
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LiMIiT KAVRAMI

Daha onceki tinitelerde, tanim kiimesi gercel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi
olan bir fonksiyon verildiginde, bu fonksiyonun tanim kiimesine ait bir noktada-
ki degerini bulmak icin bu sayiy1 fonksiyon ifadesinde yerine yazip gerekli islem-
leri yapmamuz gerektigini gormustik. Bu islemleri yaparken zaman zaman hesap
makinesine ihtiya¢c duymanin 6tesinde buytk bir zorlukla karsilasmayiz. Ancak
fonksiyonlarla calisirken x bagimsiz degiskeni belirli bir sayiya yaklasirken,
y = f(x) fonksiyon degerlerinin belirli bir sayiya yaklasip yaklasmadigini, yakla-
styorsa hangi sayiya yaklasugini bilmek durumuyla da sik sik karsilasiriz. Iste bu
soruna limit kavramiyla ¢6ziim bulabilmekteyiz.

Limit kavramima gecmeden 6nce, x bagimsiz degiskeninin verilen bir sayiya
yaklasmasinin ne demek oldugunu aciklayalim. x degisken, a sabit olmak tize-
re x ve a gercel sayilarini distinelim. Eger x degiskeni, a dan farkli ve a sa-
yisina istenildigi kadar yakin degerler aliyorsa, diger bir deyisle, x ile a arasin-
daki fark x degistiginde istenildigi kadar kiictiik bir sayidan daha kuctik kaliyor-
sa, x degiskeni a sayisina yaklasiyor denir ve sembolik olarak x — a bici-
minde gosterilir.

Eger x degiskeni a ya a dan buytk degerlerle yaklasiyorsa, bu tir yaklas-
maya sagdan yaklasma denir ve x — a biciminde gosterilir; eger x degiske-
ni aya adan kicik degerlerle yaklasiyorsa, bu durumda da x degiskeni a ya
soldan yaklastyor denir ve x — @ biciminde gosterilir.

Asagidaki tabloda x degiskeninin 0 sayisina soldan, sagdan ve her iki yon-
den yaklasmasina birer 6rnek verilmistir.

soldan sagdan
yaklasma yaklagsma
Lz 5 —
x a ' ]
x x x
-3 4 3
-2 3 I
- 2 -1
-0,5 | -0,2
-0,1 0,5 0,
-0,01 0,2 0,01
-0,001 0,1 -0,01
-0,0001 0,001 0,0001
0,0001 -0,001
0,00001 0,00001

x— 0 x— 0t x—0

Sayi dogrusu lzerinde, a dan biyiik
sayllarin a nin sagindaki, a dan
klictik sayilarin ise a nin solundaki
noktalarla temsil edildigini
hatirlayiniz.
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Bagimsiz degiskenin sabit bir sayrya yaklasmasini acikladiktan sonra, asil soru-
numuzu ele alabiliriz. Sorunumuz, x bagimsiz degiskeni, tanim kiimesi icinde
kalarak belirli bir a sayisina yaklasirken f(x) fonksiyon degerlerinin belirli bir
L sayisina yaklasip yaklasmadigini arastirmakti. Incelememize baslamadan dnce
bir noktaya aciklik getirmemiz gerekmektedir.

Incelememizde, a sayisina yaklasan x degerlerine karsilik gelen f(x) de-
gerleri soz konusu oldugundan, f(x) degerlerinin anlaml olabilmesi icin « ya
yaklasan x degerlerinin fonksiyonun tanim kiimesine ait olmasi gerekmekte-
dir. Diger bir deyisle a sayisi olarak ancak tanim kiimesindeki elemanlarla is-
tenildgi kadar yaklasilabilen sayilarin alinmasi zorunludur. Simdi asil problemi-
mize donelim.

Once problemimize drneklerle aciklik getirmeye calisalim. Ornek olarak,
fTR—>R, f(x =2x-3 fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonda x degiskeni
2 ye yaklasirken f(x) fonksiyon degerlerinin belirli bir sayiya yaklasip yaklas-
madigina bakalim.

Asagidaki tabloda 2 ye 2 den kiiciik ve 2 den buylk degerlerle yaklasan x
degerlerine karsilik gelen f(x) degerleri verilmistir.

X f(x)=2x-3 X f(x) =2x-3
0 -3 4 5
[ - 3 3
1,5 0 2,5 2
1,7 0,4 2,2 1,4
1,9 0,8 2,1 1,2
1,99 0,98 2,01 1,02
1,999 0,998 2,001 1,002
1,9999 0,9998 2,0001 1,0002

. . 2,00001 1,00002
xX—=2 fx) =1 x —2F fx) = 1|

Tablodaki 6rnegimize gore, hem x — 27 ve hem de x — 2* icin fonksiyon
degerleri 1 e yaklasmaktadir. Siz de x e 2 ye vyaklasan baska 6rnek degerler ve-
rerek fonksiyon degerlerinin 1 e yaklastigini gorebilirsiniz. Bu 6rneklerimizi ne
kadar cogaltirsak cogaltalim fonksiyon degerlerinin hep 1 sayisina yaklastigint go-
riirliz. Iste bu sayiya (yani 1 e) f(x) = 2x- 3 fonksiyonunun 2 noktasindaki limi-
ti denir ve sembolik olarak

lim f(x)= lim (2x-3)=1
x— 2 x— 2

biciminde gosterilir.

Bu durum bazen x — 2 icin f(x) = 1 biciminde de yazilir. Bunun anlami:
x degiskeni 2 ye (2 den farkli degerlerle) yaklasirken fonksiyon degerleri 1 e yak-
lasir demektir. Ayrica;

lim (2x-3)=1

x— 2
oldugunu  f(x) = 2x - 3 fonksiyonunun asagidaki grafiginden de acikca
gorebilmekteyiz.
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Ayni problemi f: R = R, f(x) = (x+ 2)? fonksiyonu i¢cin xin 0 a yaklasmast
durumunda inceleyelim. x in 0 a soldan ve sagdan yaklasmasina ¢rnek olarak
asagidaki tablodaki degerleri alip fonksiyon degerlerinin davranisina bakalim.

x f(x) = (x+2)>
3 25

2 16

| 9

05 6,25

0l 44

0,0l 4,0401
0,001 4,00400
0,0001 4,00040
0,00001 4,00004
x— 0* fx)— 4

-0,5

-0, 1
-0,01
-0,001
-0,0001

x — 0

fl)=(x+2)

I

0

I

2,25
3,61
3,9601
3,9960
3,9996

fx)—4

x degiskeninin 0 a yaklasan 6rnek degerlerine karsilik, x ister soldan, isterse
sagdan yaklassin, f(x) degerleri 4 e yaklasmaktadir.

Xx — 2 iken x in her zaman 2 den
farkli olacagini unutmayiniz.
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Asagidaki grafikten acikca gorebildgimiz gibi x degiskeni O a nasil yaklasirsa
yaklassin fonksiyon degerleri 4 e yaklasmaktadir. O halde

lim (x+2) =4
x— 0

tur diyebiliriz.
( )

=

) y= (ot 22

=T

- | sekil5.2 g

’x+1,xSOise,

Simdide f:R—R, f(x)=
x2, x>0 ise,

fonksiyonunda x — 0 icin f(x) degerlerinin belirli bir sayiya yaklasip yaklas-
madigint arastiralim.

Bu 6rnegimizde, x degiskenine 0 a soldan ve sagdan yaklasan degerler verip
bunlara karst gelen f(x) degerlerini bulurken biraz daha dikkatli olmaniz ge-
rekmektedir. Clnkii x<0 icin f(x) =x+ 1, x>0 icin f(x) = x2 dir. Asa-
gidaki tablo, bu durum dikkate alinarak olusturulmustur.

X fx)=x+1 X f(x)=x2
2 -1 2 4

-1 0 I I

-0,5 0,5 0,5 0,25

-0,1 0,9 0,1 0,01

-0,01 0,99 0,0l1 0,0001
-0,001 0,999 0,001 0,000001
-0,0001 0,9999 0,0001 0,00000001

x— 0 Fl) — | x5 0" f(x)-—>0
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Tabloda x— 0 icin f(x) — 1 iken x— 0" icin
S — 0 dir. xin 0 a yaklasan degerlerine karsilik fonksiyon degerleri tek bir
saytya yaklasmamaktadir. Bu durumda da x — 0 icin fonksiyonunun limiti yok-
tur diyoruz:

li ktur.
Jim f(x)  yoktur

gorduglintz  gibi,

Fonksiyonun asagidaki grafiginden de limitin yoklugu c¢ok acik bicimde
gorilmektedir.

( )

y=x

x>0

y=x+1

x<0

- | sekils.3 g

Bir fonksiyonun bir noktada limitinin olmamast baska bir noktada da limitinin

olmadigr anlami tasimamaktadir. Ornegin, yukaridaki f fonksiyonu icin

lim ) Sf(x)=0 oldugunu grafige bakarak hemen soyleyebiliriz. Yine ffonksi-
x> -
yonu igin 1i£)n1 S(x)=1 oldugunu gorebiliriz.

X

lim (2x-3)=1, lim (x+2)*=4
x— 2 x—0
gormustik. Bu iki Ornegi biraz dikkatle incelersek limit dedigimiz sayinin,
fonksiyon ifadesinde x yerine x in yaklastigt saymnin yazilmastyla bulunabildigi-
ni gorebiliriz: 2.2 - 3 =1 ve (0 + 2)2 = 4. Baska bazt fonksiyonlar icin de dogru
olan bu durum sizi yaniltmamalidir. Limit konusunun bu kadar basit olmadigini
incelememize devam ettikce goreceksiniz. Ornegin, yukaridaki son érnegimizde,
fonksiyonun 0 daki degeri 1 olmasina karsilik fonksiyonun x — 0 icin limiti
yoktur.

Yukaridaki 6rneklerimizde, oldugunu

Yukaridaki érnekte oldugu gibi
parcali tanimli fonksiyonlarda, x in
herhangi bir degerine karsilik gelen
f(x) degerini bulurken fonksiyonu
tanimlayan ifadelerden hangisini
kullanmaniz gerektigine dikkat
ediniz.
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FRV(2) SR, fla) =24

X+ 2

SJonksiyonunun x — -2 icin limitini arastiralim.

Fonksiyon bir noktada tanimli
olmadigi halde o noktada limiti
olabilir.

Fonksiyonun bir noktada taniml
olmasi halinde bu noktadaki degeri
ile bu noktada limitinin varlg ve
varsa limitin degeri arasinda
dodrudan bir iliski yoktur diyebiliriz.

Dikkat ederseniz fonksiyon x = -2 noktasinda tanimli olmamasina karsilik,
bu noktadaki limitinden soz etmekteyiz. Clinkt fonksiyonun tanim kiimesi
(00, -2) U (-2, 00) dur ve «x degiskeni bu kimedeki elemanlarla -2 sayisi-
na istenildigi kadar yakin degerler alabilir.

Fonksiyon ifadesinde x yerine -2 yazarsak hem payin hem de paydanin 0 ol-
dugunu gormekteyiz. Bu ornekte oldugu gibi 0/0 durumu ile karsilastigimizda,
0/0 anlamlt olmamasina karsilik fonksiyonun limitinin olmadigni sdyleyemeyiz.
Bu limiti hesaplamak icin fonksiyonun ifadesine biraz daha yakindan bakmamiz

gerekmektedir. x — -2 iken daima x # -2 olacagindan

lim f(x)= lim -4 - Jim w= lim (x-2)=-4
x— -2 X -2 x+2 x> -2 (x+2) -T2

bulunur.

Fonksiyon bir noktada tanimli olmadig1 halde o noktada limiti olabilir.

Fonksiyonun bir noktada tanimli olmast halinde bu noktadaki degeri ile bu
noktada limitinin varligs ve varsa limitin degeri arasinda dogrudan bir iliski yok-
tur diyebiliriz.

Buraya kadar orneklerle aciklamaya calistigimiz limit kavramini su sekilde ta-
nimlayabiliriz.

A Cc R olmak iizere, f:A — R fonksiyonu verilsin. a € R sayis1 4
kiimesine ait elemanlarla istenildigi kadar yaklasilabilen bir nokta olsun.
Eger x bagimsi1z degiskeni A kiimesine ait fakata dan farkli degerlerle a
va yaklasirken f (x) fonksiyon degerleri tek bir L sayisina yaklasiyorsa,
[ fonksiyonunun a noktasinda limiti L ' dir denir ve bu durum x — a iken
S &) > L veya xli_r)na f(x)=L biciminde gosterilir.

Buna gore, tanimi yinelersek xli_r>na f(x)=L demek, x degiskeni a dan
farkli degerlerle a ya yaklasirken f (x) fonksiyon degerleri L sayisina yaklasiyor

demektir.

[-2+1,x20 ise,
1 fR>R, f(-x)=l1_x, x>0 ise,

oldugunu goriintiz. Fonksiyonun grafigini cizerek sonucu dogrulayiniz.

fonksiyonu veriliyor. lim f(x) =1
x—0

2) ¢:R->R, g0 =3x% - x+ 5 fonksiyonu veriliyor. 1_i>m . JS(x)=9 oldu-
X -
gunu gosteriniz. f (x— 1)2 w1 ise
3 FR->R,/(x)=)1, x=11se, fonksiyonu veriliyor. lim f(x)=0
\x—l, x>1 ise, x—1
oldugunu gosteriniz. Fonksiyonun grafigini cizerek sonucu dogrulayiniz.
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4) lim X=2 -5 5 lim (x2-2x)=7?

x—>1x+5 x—3
-2

& um =21, 7 lim 10 =7

X—=>2 x-2 x—0
2

8) lim X% - 9) lim X~ -3X_,

X =>4 4x-2 x—3 x2_9

Asagida grafikleri verilen fonksiyonlarin x — 1 icin varsa limitlerini bulunuz.

10) ( A 1) (

12) ( 2 13)(

Limit Ozellikleri

Bir 6nceki kesimde, limit kavramini, bazi basit sayilabilecek fonksiyonlarin bazi
noktalarda limitini, sezgisel yaklasima agirlik vererek aciklamaya calistik. Sizler
tarafindan anlasilmasi oldukc¢a zor olacagi icin ve daha ¢ok matematikcileri ilgi-
lendirdigine inandigimiz kesin matematiksel tanimi vermedik. Ancak, yukarida
aciklamaya calistigimiz yontem zaman zaman sikict sayisal islemler gerektirmesi-
ne ragmen etkili bir yontem de degildir. Ctuinkti, fonksiyonun a noktasinda limi-
tinin varligint gormek icin x degiskeni a ya nasil yaklasirsa yaklassin (yani sade-
ce secilen Ornek degerler icin degil), fonksiyon degerlerinin limit diyecegimiz tek
bir sayiya yaklastigini gostermemiz gerekmektedir. Bu ise sanildigindan ¢ok da-
ha zor bir istir. Biraz sonra verecegimiz ve kanitini yine matematik¢ilere biraka-
cagimiz  Ozellikler (teoremler) ve onlarin sonuclart bu zor isi biraz daha kolay
hale getirebilmektedir.

x Y

( P sekitsc W - _sekils.7
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( h 1. Ozellik
y ¢ bir sabit olmak tzere, f: IR >R | f(x) = ¢ ise
li x)= lim c=c
X E)nﬂ f( ) X E}Ila
dir.
. Sabit fonksiyonun herhangi bir noktada limiti vardir ve fonksiyon
y=c
degeri olan sabit sayrya esittir.
Grafikten bu 6zelligin dogrulugunu ¢ok acik biciminde gortyoruz.
X—> Ia<_ X X .
2. Ozellik
~ souis.s
ise
Sabit fonksiyonun herhangi bir lim f(x)= lim x=a
noktada limiti vardir ve fonksiyon X—a Xx—a
degeri olan sabit saylya esittir. dir.
Birim fonksiyonun herhangi bir a Birim fonksiyonun herhangi bir a noktasinda limiti vardir ve a ya esittir.
noktasinda limiti vardir ve a ya
esittir.
( ..
3. Ozellik
A
y = fA->R | g:A—>R fonksiyonlar verilsin ve li_1>n Sflx)=1L4
- X a
f &) ve lim g(x)= L, olsun. Bu durumda [+ g fonksiyonunun
X — a
a x = a noktasinda limiti vardir ve
t li + = li + i =L+
o Jim [ fx)+g(x) = lim fx)+ lim g(x)=Li+L;
_ dir.
x> g *x x Toplamin limiti limitler toplamina esittir.

- | Sekils.9 o
Toplamin limiti limitler toplamina
esittir

SRR, fW=x, g:R—> R , g =-3 veriliyor. x= 2 noktasin-
da f+ g fonksiyonunun limitini bulalim.

[ fonksiyonu birim fonksiyon, g fonksiyonu sabit fonksiyon oldugundan her iki

fonksiyonun 2 noktasinda limiti vardir ve lim f(x)= lim x=2,
Xx— 2 xX— 2

i — lim (-3)=-3 tir et . o
im g (x) xli)nz( 3)=-3 tir. 3.6zellikten f+ g nin 2 noktasinda limiti var

dir ve

thHZ[f(X) N g(x)] T thHZ[x-F (_ 3)] r xhngx-'- thlz(_ 3) Ter (_ 3) It

dir.

3. ozellik sonlu tane fonksiyon i¢in de dogrudur. f; , f, , ..., f, fonksiyonlarinin

a noktasinda limiti varsa,
im fr(x) + fo(x)+ .+ fu(x)] = Jim fi(x)+ dim S (x) + e dim /()

dir.
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4. Ozellik

f:A->R , g: A—> R fonksiyonlarmin bir € R noktasinda limitleri
var ve xlgna Sx)=1Lq, xlgnag(x )=Lzise f.g fonksiyonunun bu noktada li-
miti vardir ve

xli_r)na(f.g)(x)=xli_r>na[f(x).g(x)]=xli_r>naf(x).xli_r>nag(x)=L1 L,

dir.
Carpimin limiti, limitlerin carpimina esittir. Carpimin limiti, limitlerin carpmina
esittir

4. ozellikte g (x) = ¢ alinirsa,

xlgna[cf(x )] - xli—1>na ¢ xlgnaf(x )= Cxlgnaf(x)

sonucu elde edilir. Buna gore, bir fonksiyonun bir sabitle carpiminin limiti, fonk- Bir fo”kSiVOFUht_bi:(Sﬁiit_'e

. e . o carpiminin limiti, fonksiyonun
siyonun limitinin bu sabitle carpimina esittir. fimitinin bu sabitle carpimina esittir
3. ozellik ile 4. 6zelligin sonucunu birlestirirsek,

Jim [f(x)-g(x) = lim f(x)- lim g(x)

diyebiliriz. Farkin limiti, limitler farkina esittir. Farkin limiti, fimitier farkina esittir
5. Ozellik
Limitlerin varligi durumunda sonlu tane fonksiyonun carpiminin limiti, limitler

carpimina esittir.

i [f() L) o fu()] = lim i), lim () lim /(%)
dir.
n € IN olmak iizere xli_r{lax " limitini bulalim. m
1i_r>r1 x"= 1i_r>n (x. x...x)= 1i_r>n X. 1i_r>n X... li_r>n x=a.a .. a=a"
X a X a X a X a X a
;\/—j A J ;\/_J
n tane n tane
n tane
Buna gore,
lim x" =a"”
X — a
dir.
SRR, fx)=b,x"+ b, ;x" 1+ .. +by, nelN, b,#0 , by , m
b, .., b, € R polinomfonksiyonunun x = a noktasmda limitini bulalim.

Yukaridaki ozellikler ve 6rneklerdeki bilgilerimizi kullanarak,

. . n n-1
lim o =x15na[bnx + by x4 L+ by x+ by

lim b,x"+ lim b, x" 1+ .+ lim by x+ lim by
X — a X— a X — a X — a

b, lim x"+ b, lim x"1+ .. +b; lim x+ lim b
X—> a x> a X—a X—>a - - -
Polinom fonksiyonunun herhangi
1 bir noktadaki limiti, fonksiyonun bu
=b,.a"+tb,q.a" !t +..+by.a+ b noktadaki degerine esittir

bulunur. Dikkat ederseniz bu deger polinom fonksiyonun a noktasindaki degeridir.
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m lim2 (x3 - 552 + 8) Limitini bulatim.

X =

F(0) =3 -5x%2 + 8 fonksiyonu polinom fonksiyon oldugundan, bu limit f(2) de-
gerine esittir.
Buna gore,

lim (x3-5x2+8)=2%-5.22+48=_4
x— 2

dir.
x > 0 ve r €lR olmak iizere,

lim x"=a?
X —> a

dir.

3
lim X2 limitini bulalim.
X — 8

3
S(x)= Vx2 =x¥3dir. x>0ve re Ricin lim x”=a’ oldugundan
X — d

3
lim Va2 = lim x%3=8¥3 = (237 =4
x—8 x— 8

bulunur.

m lim x (3x2-7x-1) limitini bulalim.
x— 4

lim vx (3x2-7x-1) = lim vx. lim (3x2 -7x-1)
x4 x4 x4

—V4 . (3.4%-7.4-1)=2.(48-28-1)=38

bulunur.

6. Ozellik

Bolimn it paydanm it 0 f+A—>R,g: A— R fonksiyonlar: verilsin ve g (x) # 0 olsun. Eger

dan farkli olmak kosuluyla, limitlerin f(x)

boliimiine esittir. xlgnaf(x) =Ll xlgndg(x) =Lz ve L,#0 ise g(x)

fonksiyonunun a nok-

lim f(x)
tasinda limiti vardir ve  lim Jx) = e L1

x> 2
“8(x)  limg(x) I
| ORNEK 2 x5

lim
xX—>8 4x+ 1

, 8(x)#0,L# 0 dir.

limitini bulalim.

im (2Vx+3)=2. Vs+3=-7, lim (4x+1)=4.8+1=33
X

x— 8

oldugundan,
3 lim (2 Sv;+ 3)
lun 2 x+ 3 = x— 8 1 L
x—>8 4x+1 lim (4x+ 1) 33
x— 8

bulunur.
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7. Ozellik
/: A= R fonksiyonu verilsin ve xli_r)naf (x) =L olsun.

ne N ve ncift iken f(x) 20 olmak izere,
. n _ ;1/7 _n
Jim, ") = 2 Jim ) =M

dir.
Ozel olarak, f(x) = 0 ise

Jim, 7e) =/ Jim, ) =11
dir.

1111}14 V2x3 -7x  limitini bulalhm. m
X

lim V2x3-7x =/ lim (2x3-7x) =V2.4%-7 .4 =v100 =10
xX—4 x4

dur.

8. Ozellik
fiA>R g: A> R, bh: A— R fonksiyonlar: verilsin ve x in a sayisina
yakin tim degerleri icin h (x) £ f(x) < g (x) esitsizligi saglansin. Eger
Jim h(x)= lim g(x)=L oluyorsa, bu durumda f fonksiyonunun @ nokta-
sinda limiti vardir ve
xlgnaf(x) - xlgnah (%) = xlgnag(x) -1

dir.
Simdi yukarida verdigimiz 6zellikleri kullanarak bazi fonksiyonlarin limitleri-
nin nasil bulunacagint 6rneklerle aciklayalim.

"y NEK 10

1im2 —_— limitini bulalm.
X2 5x%4.20

lim (Sx— 6) =0 ve lim (sz - 20) =0 oldugundan 6. 6zelligi kullanamayiz.
x—= 2 x—=> 2

Bu durumda fonksiyonu biraz daha dikkatli incelememiz gerekir. x, 2 ye yaklas-

tgindan x# 2 dir. Dolayisiyla
w6 | 32 | 2 5
sx2-20  5(x2-4) 5 (x- 2)(x+2) 5 (x+2)

yazabiliriz. Buna gore,

lim -3%-0__ 3 -3 -3
o212 1 agl L2 5(x+2) 5.4 20

bulunur.
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im %2 limitini bulalim.

X=9yx -3

lim (x— 9) =0, lim9 (w/f = 3) =0 dir. x 9 dan farkli oldugundan
X =

x—9

x-9 _ WxP-3>  (x-3)(vx +3)

= =YX +3

Vx -3 Vx -3 Vx -3

veya

%9 _ x-9 Ax+3 _ (-9 (x+3)  (x-9)(vx +3)

VX -3 Wx-3 Ax+3 (VX - 32 (x-9)
=Vx +3, x£9

yazilabilir. Bu durumda,

lim —*9 = |lim (vx +3)=V9 +3=6
X—=>9 4x -3 x—>9

bulunur.

Bu iki 6rnege dikkat ederseniz her iki 6rnekte de pay ve payda 0 a yaklasir-
ken limit, birincisinde 3/20, ikincisinde 6 bulundu. Bunlardan su sonucu ¢ika-
riyoruz: x — a icin bir kesrin hem payt hem de paydast sifira yaklasiyorsa, kes-
rin limiti tamamen kesre baglidir, genel bir sonu¢ sdylenemez. Bu nedenle bu du-
rumda O belirsizligi vardir denir. Q belirsizligi limitin yoklugu anlami tasimaz,

sadece limitin varsa degerinin kesre bagli oldugunu ifade eder.

Asagidaki limitleri hasaplayiniz.
D lim (x2 +3x-1)
x— -1

3) lim (x2-V8 x+ 1)

x—> V2

5 lim Vx

X — 32

7) lim (2c+ 1) (x- 3)
x—1

9) lim Xvx-1 ,
x— 0 5x+4

1) Jim A7+ 201
x—= -1 x2+1

13) lim Vax3-4x2+9

x—=0

15) lim —%-1
x—=>14x -1

17) lim x3—59@+4x
x—0 .9@"’6.%

2) lim (x2-V2 x+ 1)
x— 0

4) lim Vx

x — 81

6) lim 3\/;

x— 6

8) lim (3\/; + 1)(3x- 1)

x— 8

10) |jm X-4
x—)4x+ 1

3
12) lim Vx2 + 5x+ 2

x—1

14) lim —Xt1
x—1 W/3X-2

16) lim X2-3x+2
x— 2 3@_4
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Tek Yonlii Limitler
Yukaridaki incelemizde, a noktasindaki limiti incelerken x bagimsiz degiskeni a
ya nasil yaklasirsa yaklassin f(x) degerlerinin belli bir sayiya yaklasip yaklasma-
digint arastirdik. Ancak, bazi durumlarda x in @ ya sadece a dan buytk (yani sag-
dan) degerlerle yaklasmasi veya sadece a dan kiictk (yani soldan) yaklasmast zo-
runlu olabilir. Iste bu durumlarda tek yonli limit s6z konusudur.
Eger x — a’ icin ffonksiyonunun L gibi bir limiti varsa, bu limite @ nokta-
sindaki sagdan limit denir ve
lim x)=1
x—=at f( )
biciminde gosterilir.
Benzer sekilde, x — a icin f fonksiyonunun Z gibi bir limiti varsa bu limi-
te de soldan limit denir ve
lim f(x)=1L
X—> a
biciminde gosterilir.
li x)=L o i x)= li x)=1L
Jim - f(x) m fx) = lim f(x)

dir.

Yani, sagdan ve soldan limitlerin her ikisinin de s6z konusu oldugu bir nokta-
da limit varsa, hem sagdan hem de soldan limit vardir ve bunlar birbirine esittir.
Karsit olarak sagdan ve soldan limitler var ve birbirine esit ise bu noktada limit
vardir. Sagdan ve soldan limitlerin birisi yoksa veya bu iki limit esit degilse limit
yoktur.

a noktasina her iki yénden
yaklasilabilindigi durumlarda, a
noktasinda limitin varolmasi icin
gerek ve yeter kosul, hem sagdan
ve hem de soldan limitlerin var ve
birbirine esit olmasidir.

lim m ve
x>0t

E3

lim limitlerini bulalim.

x—>0 X

:

x— 0% iken x>0 oldugundan lx| =x dir. [
Buna gore ’
g —
X
lim “— = lim Y= lim 1=1 x>0
x— 0" «x x=>0" X x>0
x— 0 iken x<0 oldugundan Ix | =-x dir. 0 X
Buna gore,
x| R
. . I y=-
lim == = lim %= lim (-1)=-1 <0
x—>0 X x—>0 X x—=0 x
) | Sekil5.10 g
olur.

Bu fonksiyonun hem sagdan ve hem de soldan limitleri vardir ve sirasiyla 1 ve
-1 dir. Bu iki limit birbirine esit olmadigindan
o

lim —‘ yoktur.
x—>0 X
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x-1, x<2 ise
JiRoR, ) =] e
x+3, x>2 ise
Jonksiyonu veriliyor.
lim f(x), lim f(x) ve lLm_ f(x) limitlerini arastiralim.
x— 2 x— 2 x—> 2

x— 27 icin x < 2 dir. Dolayisiyla bu durumda f(x) = 3x - 1 dir. Buna gore,
lim f(x)= lim (3x-1)=3.2-1=5
Do-=>12] 201—-2-

dir. x = 2% icin x> 2 ve f(x) = x + 3 tir. (
Bu durumda

y=x+3
lim x)= lim (x+3)=2+3=5
—>2+f() x—>2+( )

x>12

xl—i—>m2‘ f(X) 1 xl—i—>m2+ f(X) i

R 7

Vi 2

[
oldugundan /
li =
A ) =5 x<2

| . | Sekils. 11 B
dir.

Bazi durumlarda x - a (veya x — a~, x = a*) icin fonksiyon degerleri is-
tenildigi kadar blylk bir sayidan daha buyiik olabilir. Bu durumda limit - dur
denir ve

lim f(x)=oo (Veya lim f(x) = oo, lim f(x)=oo)

X — a

biciminde gosterilir.

Benzer sekilde, x > a (veya x> a~, x— a) icin fonksiyon degerleri
negatif yonde istenildigi kadar kictk sayidan daha kigtik olabilir. Bu durumda
da limit - e dur denir ve
li = - o0 li = _ oo li = _ oo
im f(x) (Veya . 1_>ma_f (x) s gna+ S(x) )

X — a

biciminde gosterilir.

lim L, lim L ve lim %c limitlerini arastiralim.

)

x>0 X x—>o0tX x—=0

(" N Yandaki grafikten gordigimiz gibi, x degis-

y kenine pozitif ve sifira yaklasan degerler ver-

digimizde fonksiyon degerleri sinirsiz olarak

buytumektedir. Benzer sekilde x e negatif ve

sifira yaklasan degerler verdigimizde fonk-
y =l siyon degerleri negatif yonde sinusiz olarak

- x x ktictilmektedir.
f () Bu nedenle

lim 1 o ve lim Ll

x>0 X x—0

f )

X —>

dur. Soldan ve sagdan limitler farkli

> m oldugundan

p 1
lim = yoktur.
x> 0X y
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lim 1 lim 1 ve lim 1

X 1 (e 1)2’ x—>1+(x_ 1)? X1 (o )2

limitlerini arastiralim.

x— 1" ve x— 1% yaklasmalarina
ornekler vererek veya yandaki
grafikten gorebilecegimiz gibi,
T 1
XU (xo 1 o T (o 1)

= oo

ve dolaywstyla  lim ISP

X —> 1(x_ 1)2

dur.

lim 2X-3

limitini arastiralim.
xX=> 0352 _ &

x# 0 oldugundan pay ve paydayr x e bolelim.
.3 2.3
2x-3 _ x (2 x) = X
a-x w(E-1) e

dir. Buna gore,

2.3
im  -2X°3 - lim X =t
x— 0" 3x2-X x— 0t 3x-1
5.3
lim ﬂ: lim X =_ o0
x— 07 3x2_x x— 0 3.%-1
dir. O halde
lim —2X-3  yoktur.

x— 0 3x2—x

1i_r>n f(x)=0c0 olmasi limitin varligi anlami tasimaz. Sadece x — a icin f(x)
X a

degerlerinin sinirsiz biytidigi anlami tasir.
Benzer sekilde, liinQ f(x)=-0 olmastda x— a icin f(x) degerlerinin
X

negatif yonde sinirsiz kiicildiigiini ifade eder.

Bir fonksiyonun tanim kiimesinde x degiskeni pozitif yonde sinirsiz buytyebilir
veya negatif yonde sinirsiz kiictlebilir, bu durumlart x — oo veya x — - oo bi-
ciminde ifade ederiz. Bu durumlarda da fonksiyonun limitinden s6z etmek mim-
kiindir. Eger x — oo (veya x — - o) icin [ (x) degerleri belirli bir L sayisina
yaklastyorsa, bu durumda da limit Z dir denir ve

Jim /() =2 (veya Jlimf(r) = L)

biciminde gosterilir.
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lim 1 lim 1 tlimitlerini arastiralim.
X = -0 X

Yandaki grafikten gordigimuz gibi x )
degiskenine pozitif yonde istenildigi ka-
dar buytk veya negatif yonde istenildi-
gi kadar kiicik degerler verdigimiz de
fonksiyon degerleri 0’a yaklasmaktadir.

Bu nedenle hem x — - ve hem de
x— e icin f(x) > 0 olmaktadir. Ya-
ni

lim =0, lim L=0
X

x> - 00

dir. \

lim 3x2 - 5x+ 1

limitini arastiralim.
X x2 4+ 4x+ 7

Fonksiyonda hem payi ve hem de payday: 2 ile bolelim.

Ao
fim—3%2=5%+ 1 o iy X x? __3-0+0
¥ o xZa4x+7 YT 4,7 -1+40+0
X 42

bulunur.

too  m>m ise
lim ApXx"+a,x" 1+ +tajx+tag _|oa, T
X2 XM+ b, x™mLle |+ bix+ b bm

0, n<m ise

oldugu gosterilebilir.
Bazi fonksiyonlarda x sinirsiz biylrken fonksiyon degerleri, sinirsiz buytyebilir

veya negatif yonde sinirsiz kiictlebilir. Bu durumlarn kisaca,
lim f(x)=-oo, xlgnmf(x) =- o0

X —> o

bicimlerinde ifade ederiz.
Benzer sekilde x— - icin f(x) = o veya f(x) — -oo olabilir. Bu

durumlart da

x_lim_wf(x)=°°ax_l>im_wf(x)=-oo

bicimlerinde ifade ederiz.
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lim (2x2-4x+5)= lim xz(z-i+i)=oo.(2-o+o)=oo

X — oo X — oo X xz

bulunur.

, , x3(1_£+L) x2(1_£+i)
lim X2 -AXTH X gy Y x2) o jim .
X—> - o0 2x- 3 X 2_;) X —> - o0 5.3
X x
_ oo (1-0+0)
2
fx x+1, x<0 ise
= ’ ldug O li =7
D /) | x2+ & x>0 ise olduguna gore x{l)qof(x)
e+ 1
2) | =
x—>—1x+1
a1l
3) lim ?
x—>1 x-1

+
5) lim Xyx +S ?
x> yx + 10

Siireklilik

Limit konusunu incelerken, bir fonksiyonun bir noktadaki limiti ile fonksiyonun
bu noktadaki degeri arasinda dogrudan bir iliski olmadigini ifade etmistik. Bu-
nunla beraber bazi fonksiyonlarin a daki limiti ile @ daki degerinin birbirine esit
olduklarini gormustiik. Bu 6zel durum fonksiyon davranisini incelemede ¢nemli
bir 6zellik olarak karsimiza ¢ikmaktadir. iste bu durumda fonksiyon a noktasinda
streklidir diyoruz. Buna gore strekliligi su sekilde tanimlayabiliriz:

f:A—> R fonksiyonu ve bir a € A noktast verilsin. Eger

lim £ (x) = f(a)

oluyorsa, f fonksiyonuna x = a noktasinda siireklidir denir. f fonksiyonu A
kimesinin her noktasinda stirekli ise, f fonksiyonu A tzerinde streklidir denir.
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Ornegin /: R = R, f(x) = 2x - 3 fonksiyonu x = 2 noktasinda stireklidir.

Cinkii  lim (2x-3)=1=f(2) dir.
x— 2

Yine limit konusunda P (x) = b, x" + b, ; x"1 + ... + by x + b, polinom
fonksiyonunun herhangi bir a noktasindaki limitinin P (a) oldugunu gormiustiik.
Buna gore, su sonucu ¢ikarabiliriz.

Px)=b, x"+ b, xn1 + ...+ b x+ by polinom fonksiyonu her a e R

noktasinda streklidir.

Stirekliligin tanimina gore, f: A — IR fonksiyonunun bir a noktasinda siirek-
li olmast icin su kosullarin saglanmasi gerekir:
e Fonksiyon a noktasinda tanimli olmalidir,
e Fonksiyonun a noktasinda limiti olmalidir,
e Fonksiyonun a daki limiti @ daki degerine esit olmalidir.

f fonksiyonu bir noktada stirekli degilse, f bu noktada siireksizdir denir.

DIKKAT

[x2+1, x<0 ise
f:]R_”R’f(x)=lx x>0 ise

Jonksiyonunun x =0 ve x =1 noktalarinda siirekli olup olmadiginm
inceleyelim.

FO=02+1=1 ( A )
lim f(x)=1, lim f(x)=0 =
x— 0 x— ot <0

oldugundan, lim f(x) vyoktur.
x— 0
Buna gore f fonksiyonu x =0

noktasinda stirekli degildir.

Buna karsilik bu fonksiyon x =1

noktasinda stireklidir. Gergcekten L

S =1, lim f(x)= lim x=1, lii)nlf(x)=f(1)=1

x—1

oldugundan fonksiyon x =1 noktasinda stireklidir.

Bir fonksiyon bir aralikta sirekli ise,
fonksiyonun grafigi olan egri bu
aralikta kalem kaldirimadan
cizilebilir yani fonksiyon grafiginde
herhangi bir kopma olmaz.

S fonksiyonunun grafiginin x=0 ve x=1 deki durumu arasinda bir
Jark goriiyor musunuz?

Yanitiniz soyle olmaliydi:
J fonksiyonunun grafigi olan egride x =1 noktasinda herhangi bir kopma yok-
tur. Bir fonksiyon bir aralikta siirekli ise, fonksiyonun grafigi olan egri bu ara-
likta kalem kaldirilmadan cizilebilir yani fonksiyon grafiginde herhangi bir kopma
olmaz.
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( Y\ [0, %) SR, fx)=Vx M

Jonksiyonunun x =4 noktasinda

y=vx | Stirekli olup olmadigim arastiralim.

Bir fonksiyona bir noktada siirek-

lidir diyebilmek icin asagidaki t¢

sorunun yaniti evet olmalidir.

e Fonksiyon bu noktada tanimli
mi?

e Fonksiyonun bu noktada limiti
var mi?

L e Fonksiyonun bu noktadaki
m degeri limitine esit mi?

f@=V4=2 | lim *x=2= f(4
xX— 4

oldugundan fonksiyon x =4 noktasinda stireklidir.

Fonksiyonun tanim kiimesine ait bir

Asagidaki sekilde x, noktasinda stireksiz olan cesitli fonksiyon grafikleri —noktaya karsiik, grafikte kopma,
. . delinme ve sicrama varsa bu
gorilmektedir. noktalarda fonksiyonun siirekli

olmadigini unutmayiniz.

/ X0 X0

- | sekils.17 o
f+A—>R , g:A— Rfonksiyonlart x;, € A noktasinda strekli ise, f+ g,

-8, f. g,8(x)#0 olmak tzere f fonksiyonlari da x, € A noktasinda
streklidir. 8

S RoR , fx=33-5x+4x , g:R>R , g(o)=x2+1 fonksiyon-

. Sfx0) . B e . Bir fonksiyon bir noktada siirekli
lary veriliyor Jonksiyonunun siirekligini inceleyelim. ise, bu nokta civarinda bagimsiz
8x dediskendeki kiicik dedisiklikler

fonksiyon degerlerinde "kiicik
degisiklikleri dogurur. Fonksiyon

bir noktada stirekli degilse, bu
nokta civarinda bagimsiz
degiskendeki kiictik degisikliklerin
fonksiyon degerlerinde agiri
biylk degisiklikler meydana
getirebilecedini

beklemeliyiz.

/ ve g fonksiyonlari polinom fonksiyon olduklarindan her x € R noktasinda 3
stireklidirler. Ayrica her x € R icin x%2 + 1 # 0 oldugundan

J(x) _ 3x3-5x2 + 4x
g(x) x2+1

fonksiyonu her x € IR noktasinda siirekli fonksiyondur.
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Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

S+ A— 1R fonksiyon verilsin. Eger her xe A icin f(x) < f(x,) olacak sekil-
de en az bir x, € A noktas: varsa, [(x,) sayisina f fonksiyonunun A Gizerinde
mutlak maksimum degeri, diger bir deyisle en buylk degeri denir. Benzer se-
kilde, her xe A4 icin f(x)) < f(x) olacak sekilde en az bir x; € A noktasi
varsa, f(xp) sayisina f fonksiyonunun A4 Gizerinde mutlak minimum degeri ya-
ni en kuiciik degeri denir.

( 2

B

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun mutlak maksimum degeri M , mutlak mi-
nimum degeri ise m dir.

Her fonksiyonun mutlak maksimum veya mutlak minimum degeri var olmak
zorunda degildir.

f:00,11 >R | f(x) = x2 fonksiyonunun, mutlak minimumu yoktur, ancak
mutlak maksimum degeri 1 dir. Burada 0 in tanim kiimesine ait olmadigina dik-
kat ediniz.

[a, bl kapali araligi Gizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarin davranislarini daha
kolay inceleyebiliriz. Simdi bu ¢zelliklerden bazilarini ele alalim.

1. Ozellik

f:la, bl - R surekli fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon mutlak minimum ve
mutlak maksimum degerlerini en az birer noktada alir. Yani her xe€ [a, 4 icin

Jo) S f@) ve [0 flx)
olacak sekilde en az birer x;, x, € [a, bl degerleri vardur.

2. Ozellik

f:la, bl > R sirekli fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon mutlak minimum ve
mutlak maksimum degerleri arasindaki her degeri en az bir noktada alir. Yani,
fonksiyonunun mutlak minimum degeri m, mutlak maksimum degeri M olmak
uzere,

m<cs<M
kosulunu saglayan herhangi bir ¢ sayisina karsilik f(x,) = ¢ olacak sekilde en
az bir xy € [a, bl sayisi vardur.
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e 2
Ay
_______________ M
_________________ c
E | Xg | X =
a \ R x
mlomeoo
- L sekil5.19 S
Stirekli fonksiyonlar icin bu 6zellik ara deger teoremi olarak bilinir. Sekilde-
ki grafige gore f(xy) = f(x) = ¢ dir.
Sonug
fila, bl — R strekli fonksiyonu verilsin. Eger f(a) . f(b) <0 ise en
az bir c€ (a, b) icin f(c¢) =0 dir. Yani f strekli fonksiyonu [a, b araliginin
uclarinda farkli isaretli degerler aliyorsa, f(x) = 0 denkleminin (a, b) araligin-
ﬂll-d Clr az bll }\U}\U ledll. \

A y A

~__

y

<y

N_/ 9

Yukaridaki grafiklerden acikca goruldugi gibi, f(a) ile f(b) degerleri fark-
l1 isaretli oldugundan (a, f(a) ), (b, f(b) ) noktalarindan birisi x-ekseninin altin-
da iken digeri x-ekseninin ustiindedir. Fonksiyon suirekli oldugundan grafigi ka-
lem kaldirilmadan cizilecektir, dolayisiyla negatif bolgeden pozitif bolgeye veya
pozitif bolgeden negatif bolgeye gecerken grafik en az bir noktada x-eksenini
kesmek zorundadir. Bu noktanin apsisi ise f(x) = 0 denkleminin kokuddr.

Bu sonu¢ yardimiyla bazi denklemlerin koklerini arastirabiliriz.

ol
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308 - 4x2 + 2x - 1 = 0 denkleminin [0, 2] arahginda kékii var midr?

£:00,21 5 IR, f(x0) =353 - 462 + 2x - 1 fonksiyonunu gozdniine alalim. f po-
linom fonksiyon oldugundan bu aralikta streklidir. f(0) = -1, f(2) = 11 oldu-
gundan f(0) . f(2) <0 dir, dolayisiyla en az bir ¢ e (0, 2) icin f(c) =0 dur.
Bu nedenle denklemin bu aralikta en az bir koku vardir.

Yukaridaki ozelliklerde, fonksiyonun tanim kiimesi kapali aralik degilse veya
fonksiyon stirekli degilse, genel olarak bu 6zellikler dogru degildir.

Asagidaki fonksiyonlarin x =1 noktasinda strekli olup olmadiklarint arastiriniz.
l 3x-1, x<1 ise
D f(x)=\0 , x=1 Iise

x+1, x>1 Iise

2) h(x)=-—"—-

3)  k(x)=Vx+1

4 m(x)=x-1

Niels Abel (1802 - 1829)

Deha ve Yoksulluk.

Abel ,1824 de derecesi besten biiyiik polinom
denklemler icin genel bir ¢oziim verilemeyece-
gini kanitlamigtir. Yoksul bir hayat yagsamis ve
yakalandigi bir hastalik sonucunda 27 yasin-
da dlmiistir. Unlii analizci Weierstrass ogren-
cilerine Abel’i okuyunuz tavsiyesinde bulun-
duktan sonra onun icin sunlar sdylemistir:
"Meger Abel, ne mutlu adammis ki, fikirleri
sonsuza kadar yasayacak ve onlarin matema-
tik bilimine cok olumlu etkileri olacaktir."

"Tarih gésteriyor ki, biitiin pozitif ilimlerin or-
tak kaynagi olan matematik kiltirini himaye
eden hiikiimdarlar ayni zamanda devirleri en
parlak olanlar ve zaferleri en uzun siirenler-
dir."

Michel CHASLES

- J
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Kendimizi Sinayalim

1. lim x? - dx degeri nedir?
XxX—>4 x-4

a. -oo
b. 0
c. 1
d. 4
e. oo

2. lim 2X*3 degeri nedir?
X —> oo .X‘Z -5

a. 3
5
b. 0
c 1
2
d. 2
e. Yoktur
3. lim X+l degeri nedir?

x— -1 x+1

o a0 TP
—_

Yoktur

. _ a2 _ 43 R .
4. lim X=X"=- X" degeri nedir?

X —> - o 3+.X'2

(o)

S
S W !

&0

1
3

€. o

5. lim (Vx2 +5 - x ) degeri nedir?

X —> oo

o @

S
8 ﬁ‘\n\uo ,8

6. lim —2%  degeri nedir?
x—1 (.X' _ 1)2

- oo
-2
0
2

P gTe

3
7. lim Va3 - x2+4x-2 degeri nedir?

x— -1

a. -2
b. Vo
e 2
d. 0
e. Yoktur

8. Yanda grafigi verilen y
[ fonksiyonu icin

lim f(x) degeri nedir?
x— 2

o a0 TP
(SR )
>

. Yoktur
9. /(x) = 242 - ax + 4 fonksiyonu x = -1 noktasinda
stirekli ve . Lim 1f (x) =10 olduguna gore a kactir?

-4

o an T
[

2
10. lim Xx--ax_2 olduguna gore, a kactir?

11, lim 7“”346'2 degeri nedir?

12 lim —X*3  degeri nedir?

x— 0" x2+3x

a. -1
b. 0
c. 1
d. 3
e. o
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Biraz Daha Dilsiinelim

Biraz Daha Diisiinelim

1.

im X2
im —
xX—= -2 x+2

lim (Vx2+ 4x-3 + x) degeri nedir?

X —> -0

degeri nedir?

lim XY¥x+5 degeri nedir?
X 3507

lim Mdegeri nedir?
x—1 (x- 1)2



