
Amaçlar
Bu üniteyi çal›flt›ktan sonra; 

bir fonksiyonun, bir nokta civar›ndaki davran›fl›n› inceleyebilecek yani bu
noktadaki limitini bulacak,
bir fonksiyonun limitini daha kolay bulabilecek,
fonksiyonun bir noktadaki limitini; bu noktaya sa¤dan ve soldan yaklaflan
de¤erlerle bulacak,
fonksiyonun bir noktadaki limiti ile bu noktadaki de¤eri aras›ndaki iliflkiyi
karfl›laflt›racak,
fonksiyonun en küçük ve en büyük de¤erinin olup olmad›¤›n› araflt›rabileceksiniz.
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• Yan›n›zda bir hesap makinesi bulundurunuz.
• Örneklerde sizin yapman›z› istedi¤imiz ifllemleri mutlaka yap›n›z.
• Fonksiyonun grafi¤ini çizerek limitin ne anlama geldi¤ini grafikten

görmeye çal›fl›n›z.
• Bir noktada sürekli bir fonksiyonla, süreksiz  fonksiyonun davran›fl-

lar› aras›ndaki fark› grafik üzerinde görmeye çal›fl›n›z. 

Girifl
Matemati¤in, ekonomi ve di¤er uygulamal› bilimlerde en çok kullan›lan kavram-
lar› olan türev ve integral kavramlar› limit kavram› üzerine infla edilmifllerdir.
Matematikte baflka kavramlara da anlam kazand›ran limit kavram›, bu neden-
lerden dolay› matemati¤in en temel kavramlar›ndan birisidir.

Biz bu ünitede, limit kavram›n› ve onunla çok yak›ndan ilgili bir di¤er önem-
li kavram›, süreklili¤i inceleyece¤iz. ‹ncelememizde sizler için gereksiz ve s›k›c›
ayr›nt›lar içeren kesin matematiksel yaklafl›m yerine sezgisel yaklafl›ma a¤›rl›k
verece¤iz. Tan›mlar› ve temel özellikleri belirli bir bütünlük içerisinde örneklerle
aç›klayaca¤›z. Daha çok matematikçileri ilgilendiren teorik yaklafl›mlara yer
vermeyece¤iz.
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Say› do¤rusu üzerinde, a dan büyük
say›lar›n a n›n sa¤›ndaki, a dan
küçük say›lar›n ise  a n›n solundaki
noktalarla  temsil edildi¤ini
hat›rlay›n›z.

. . .. . .. . .

L‹M‹T KAVRAMI
Daha önceki ünitelerde, tan›m kümesi gerçel say›lar kümesinin bir alt kümesi
olan bir fonksiyon verildi¤inde, bu fonksiyonun tan›m kümesine ait bir noktada-
ki de¤erini bulmak için bu say›y› fonksiyon ifadesinde yerine yaz›p gerekli ifllem-
leri yapmam›z gerekti¤ini görmüfltük. Bu ifllemleri yaparken zaman zaman hesap
makinesine ihtiyaç duyman›n ötesinde büyük bir zorlukla karfl›laflmay›z. Ancak
fonksiyonlarla  çal›fl›rken x ba¤›ms›z  de¤iflkeni  belirli  bir  say›ya yaklafl›rken,
y = f (x)  fonksiyon de¤erlerinin belirli bir say›ya yaklafl›p yaklaflmad›¤›n›, yakla-
fl›yorsa hangi say›ya yaklaflt›¤›n› bilmek durumuyla da s›k s›k karfl›lafl›r›z. ‹flte bu
soruna limit kavram›yla çözüm bulabilmekteyiz.

Limit kavram›na geçmeden önce,  x ba¤›ms›z de¤iflkeninin verilen bir say›ya
yaklaflmas›n›n ne demek oldu¤unu aç›klayal›m. x de¤iflken,  a sabit olmak üze-
re  x ve  a gerçel say›lar›n› düflünelim. E¤er  x de¤iflkeni, a dan farkl› ve  a sa-
y›s›na istenildi¤i kadar yak›n de¤erler al›yorsa, di¤er bir deyiflle,  x ile  a aras›n-
daki fark  x  de¤iflti¤inde istenildi¤i kadar küçük bir say›dan daha küçük kal›yor-
sa,  x de¤iflkeni  a say›s›na yaklafl›yor denir ve sembolik olarak  x Æ a biçi-
minde gösterilir. 

E¤er  x de¤iflkeni  a ya  a dan büyük de¤erlerle yaklafl›yorsa, bu tür yaklafl-
maya sa¤dan yaklaflma denir ve  x Æ a+ biçiminde gösterilir; e¤er  x de¤iflke-
ni  a ya  a dan küçük de¤erlerle yaklafl›yorsa, bu durumda da  x de¤iflkeni  a ya
soldan yaklafl›yor denir ve  x Æ a- biçiminde gösterilir.

Afla¤›daki tabloda  x de¤iflkeninin  0  say›s›na soldan, sa¤dan ve her iki yön-
den yaklaflmas›na birer örnek verilmifltir.

soldan sa¤dan
yaklaflma yaklaflma

                   x

                 x                          a

x x x

-3 4 3

-2 3 1

-1 2 -1

-0,5 1 -0,2

-0,1 0,5 0,1

-0,01 0,2 0,01

-0,001 0,1 -0,01

-0,0001 0,001 0,0001

0,0001 -0,001

0,00001 0,00001

x Æ 0- x Æ 0+ x Æ 0



Ba¤›ms›z de¤iflkenin sabit bir say›ya yaklaflmas›n› aç›klad›ktan sonra, as›l soru-
numuzu ele alabiliriz. Sorunumuz, x ba¤›ms›z de¤iflkeni, tan›m kümesi içinde
kalarak belirli bir a say›s›na yaklafl›rken  f (x)  fonksiyon de¤erlerinin belirli bir
L say›s›na yaklafl›p yaklaflmad›¤›n› araflt›rmakt›. ‹ncelememize bafllamadan önce
bir noktaya aç›kl›k getirmemiz gerekmektedir.

‹ncelememizde, a say›s›na yaklaflan  x de¤erlerine karfl›l›k gelen  f (x)  de-
¤erleri söz konusu oldu¤undan,  f (x)  de¤erlerinin anlaml› olabilmesi için  a ya
yaklaflan  x de¤erlerinin fonksiyonun tan›m kümesine ait olmas› gerekmekte-
dir. Di¤er bir deyiflle  a say›s› olarak ancak tan›m kümesindeki elemanlarla is-
tenild¤i kadar yaklafl›labilen say›lar›n al›nmas› zorunludur. fiimdi as›l problemi-
mize dönelim.

Önce  problemimize örneklerle aç›kl›k  getirmeye çal›flal›m. Örnek  olarak,
f : R Æ R ,  f (x) = 2x - 3  fonksiyonunu alal›m. Bu fonksiyonda  x de¤iflkeni
2  ye yaklafl›rken  f (x)  fonksiyon de¤erlerinin belirli bir say›ya yaklafl›p yaklafl-
mad›¤›na bakal›m.

Afla¤›daki tabloda 2 ye 2 den küçük ve 2 den büyük de¤erlerle yaklaflan  x
de¤erlerine karfl›l›k gelen  f (x) de¤erleri verilmifltir.

Tablodaki örne¤imize göre, hem  x Æ 2- ve hem de  x Æ 2+ için fonksiyon
de¤erleri 1 e yaklaflmaktad›r. Siz de  x e 2 ye  yaklaflan baflka örnek de¤erler ve-
rerek fonksiyon de¤erlerinin 1 e yaklaflt›¤›n› görebilirsiniz. Bu örneklerimizi ne
kadar ço¤alt›rsak ço¤altal›m fonksiyon de¤erlerinin hep 1 say›s›na yaklaflt›¤›n› gö-
rürüz. ‹flte bu say›ya (yani 1 e) f (x) = 2x - 3  fonksiyonunun 2 noktas›ndaki limi-
ti denir ve sembolik olarak

biçiminde gösterilir.
Bu durum bazen  x Æ 2  için  f (x) Æ 1  biçiminde de yaz›l›r. Bunun anlam›:

x de¤iflkeni 2 ye (2 den farkl› de¤erlerle) yaklafl›rken fonksiyon de¤erleri 1 e yak-
lafl›r demektir. Ayr›ca;

oldu¤unu    f (x) = 2x - 3   fonksiyonunun  afla¤›daki  grafi¤inden de  aç›kça
görebilmekteyiz. 

2x - 3lim
x Æ 2

 = 1

f xlim
x Æ 2

 = 2x - 3lim
x Æ 2

 = 1
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x f (x) = 2x - 3

0 -3

1 - 1

1,5 0

1,7 0,4

1,9 0,8

1,99 0,98

1,999 0,998

1,9999 0,9998

x Æ 2- f (x) Æ 1

x f (x) = 2x - 3

4 5

3 3

2,5 2

2,2 1,4

2,1 1,2

2,01 1,02

2,001 1,002

2,0001 1,0002

2,00001 1,00002

x Æ2+ f (x) Æ 1

. .. .. . . .. .. .



Ayn› problemi  f : R Æ R,  f (x) = (x + 2)2 fonksiyonu için  x in 0 a yaklaflmas›
durumunda inceleyelim. x in 0 a soldan ve sa¤dan yaklaflmas›na örnek olarak
afla¤›daki tablodaki de¤erleri al›p fonksiyon de¤erlerinin davran›fl›na bakal›m.

x de¤iflkeninin 0 a yaklaflan örnek de¤erlerine karfl›l›k, x ister soldan, isterse
sa¤dan yaklafls›n, f (x)  de¤erleri 4 e yaklaflmaktad›r. 
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x Æ 2  iken x in her zaman 2 den
farkl› olaca¤›n› unutmay›n›z.

x f (x) = (x + 2)2

3 25

2 16

1 9

0,5 6,25

0,1 4,41

0,01 4,0401

0,001 4,00400

0,0001 4,00040

0,00001 4,00004

x Æ 0+ f (x) Æ 4

x f (x) = (x + 2)2

-3 1

-2 0

-1 1

-0,5 2,25

-0,1 3,61

-0,01 3,9601

-0,001 3,9960

-0,0001 3,9996

x Æ 0- f (x) Æ 4

. .. .. .

. .. .. .

Şekil 5.1

3

2

2

x
x

x

-1

1

0

-2

-3

-4

-5

y = 2x - 3

f (x)

f (x)

y



Afla¤›daki grafikten aç›kça görebild¤imiz gibi x de¤iflkeni 0 a nas›l yaklafl›rsa
yaklafls›n fonksiyon de¤erleri 4 e yaklaflmaktad›r. O halde

tür diyebiliriz.

fonksiyonunda  x Æ 0  için  f (x)  de¤erlerinin belirli bir say›ya yaklafl›p yaklafl-
mad›¤›n› araflt›ral›m.

Bu örne¤imizde, x de¤iflkenine 0 a soldan ve sa¤dan yaklaflan de¤erler verip
bunlara karfl› gelen  f (x)  de¤erlerini  bulurken  biraz  daha  dikkatli olman›z  ge-
rekmektedir.  Çünkü   x < 0   için f (x) = x + 1 , x > 0  için  f (x) = x2 dir. Afla-
¤›daki tablo, bu durum dikkate al›narak oluflturulmufltur.

fiimdi de f : R Æ R , f x  =
x + 1 , x ≤ 0 ise,

x 2 , x > 0 ise,
 

 x + 2 2lim
x Æ 0

 = 4
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Şekil 5.2

x f (x) = x + 1

-2 -1

-1 0

-0,5 0,5

-0,1 0,9

-0,01 0,99

-0,001 0,999

-0,0001 0,9999

x Æ 0- f (x) Æ 1

x f ( x) = x2

2 4

1 1

0,5 0,25

0,1 0,01

0,01 0,0001

0,001 0,000001

0,0001 0,00000001

x Æ 0+ f (x)  Æ 0

. .. .. .
. .. .. .

f (x)

f (x)

x

4

y = (x + 2)2

y

xx



Tabloda   gördü¤ünüz  gibi,   x Æ 0- için   f (x) Æ 1   iken   x Æ 0+ için
f (x) Æ 0  d›r. x in 0 a yaklaflan de¤erlerine karfl›l›k fonksiyon de¤erleri tek bir
say›ya yaklaflmamaktad›r. Bu durumda da  x Æ 0  için fonksiyonunun limiti yok-
tur diyoruz:

Fonksiyonun  afla¤›daki  grafi¤inden de  limitin  yoklu¤u  çok aç›k biçimde
görülmektedir.

Bir fonksiyonun bir noktada limitinin olmamas› baflka bir noktada da limitinin

olmad›¤› anlam› tafl›mamaktad›r. Örne¤in, yukar›daki f fonksiyonu için

oldu¤unu grafi¤e bakarak hemen söyleyebiliriz. Yine  f fonksi-

yonu için  oldu¤unu görebiliriz.

Yukar›daki örneklerimizde,  oldu¤unu

görmüfltük.  Bu  iki  örne¤i  biraz  dikkatle  incelersek  limit dedi¤imiz say›n›n,
fonksiyon ifadesinde  x yerine x in yaklaflt›¤› say›n›n yaz›lmas›yla bulunabildi¤i-
ni görebiliriz: 2.2 - 3 = 1  ve (0 + 2)2 = 4. Baflka baz› fonksiyonlar için de do¤ru
olan bu durum sizi yan›ltmamal›d›r. Limit konusunun bu kadar basit olmad›¤›n›
incelememize devam ettikçe göreceksiniz. Örne¤in, yukar›daki son örne¤imizde,
fonksiyonun 0 daki de¤eri 1 olmas›na karfl›l›k fonksiyonun  x Æ 0  için limiti
yoktur.

 2x - 3lim
x Æ 2

 = 1 , x + 2 2lim
x Æ 0

 = 4

 f xlim
x Æ 1

 = 1

 f xlim
x Æ -1

 = 0

f xlim
x Æ 0

    yoktur.
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Şekil 5.3

Yukar›daki örnekte oldu¤u gibi
parçal› tan›ml› fonksiyonlarda, x in
herhangi bir de¤erine karfl›l›k gelen
f(x) de¤erini bulurken fonksiyonu
tan›mlayan ifadelerden hangisini
kullanman›z  gerekti¤ine  dikkat
ediniz.

y = x2

y

x

x > 0

x x-1

y = x + 1

x < 0

1
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fonksiyonunun  x Æ -2 için limitini araflt›ral›m.

Dikkat  ederseniz  fonksiyon  x = -2  noktas›nda tan›ml› olmamas›na karfl›l›k,

bu  noktadaki   limitinden söz etmekteyiz. Çünkü  fonksiyonun tan›m kümesi

(- ∞, -2 ) » (-2, ∞)  dur  ve   x de¤iflkeni  bu kümedeki elemanlarla  -2  say›s›-

na istenildi¤i kadar yak›n de¤erler alabilir. 

Fonksiyon ifadesinde  x yerine  -2  yazarsak hem pay›n hem de paydan›n 0 ol-

du¤unu görmekteyiz. Bu örnekte oldu¤u gibi 0/0 durumu ile  karfl›laflt›¤›m›zda,

0/0 anlaml› olmamas›na karfl›l›k fonksiyonun limitinin olmad›¤n› söyleyemeyiz.

Bu limiti hesaplamak için fonksiyonun ifadesine biraz daha yak›ndan bakmam›z

gerekmektedir.  x Æ -2  iken daima  x ≠ -2  olaca¤›ndan

bulunur.

Fonksiyon bir noktada tan›ml› olmad›¤›  halde  o  noktada  limiti olabilir.
Fonksiyonun bir noktada tan›ml› olmas›  halinde bu noktadaki de¤eri ile bu

noktada limitinin varl›¤› ve varsa limitin de¤eri aras›nda do¤rudan bir iliflki yok-
tur diyebiliriz.

Buraya kadar örneklerle aç›klamaya çal›flt›¤›m›z limit kavram›n› flu flekilde ta-
n›mlayabiliriz.

A Ã R olmak üzere,  f : A Æ R fonksiyonu  verilsin.  a Œ R say›s›  A
kümesine  ait  elemanlarla istenildi¤i kadar yaklafl›labilen bir nokta olsun.
E¤er x ba¤›ms›z de¤iflkeni  A kümesine ait fakat a dan  farkl›  de¤erlerle a
ya yaklafl›rken  f (x)  fonksiyon de¤erleri  tek bir L say›s›na yaklafl›yorsa,
f fonksiyonunun a noktas›nda limiti  L ' dir denir ve bu durum x Æ a iken
f (x)  Æ L veya biçiminde gösterilir.

Buna göre, tan›m› yinelersek  demek,  x  de¤iflkeni  a  dan

farkl› de¤erlerle a ya yaklafl›rken  f (x)  fonksiyon de¤erleri L say›s›na yaklafl›yor

demektir. 

1) f : R Æ R  ,   fonksiyonu veriliyor.  

oldu¤unu görünüz. Fonksiyonun grafi¤ini çizerek sonucu do¤rulay›n›z.

2) g : R Æ R , g (x) = 3x2 - x + 5 fonksiyonu veriliyor.  oldu-

¤unu gösteriniz.

3) f: R Æ R ,   fonksiyonu veriliyor.

oldu¤unu gösteriniz. Fonksiyonun grafi¤ini çizerek sonucu do¤rulay›n›z.

 f xlim
x Æ 1

 = 0 f x  =
 x - 1 2 , x < 1  ise,
 1 , x = 1  ise,
 x - 1, x > 1  ise,

 

 f xlim
x Æ - 1

 = 9

 f xlim
x Æ 0

 = 1 f x  =
- x2 + 1 , x ≤ 0  ise,
1 - x , x > 0   ise,

 

 f xlim
x Æ a

 = L 

 f  xlim
x  Æ a

 = L 

 f xlim
x Æ - 2

 = x2 - 4
x + 2

lim
x Æ - 2

 =
x - 2  x + 2

x + 2
lim

x Æ - 2
 = x - 2lim

x Æ - 2
 = - 4

 f : R \ - 2  Æ R , f x  = x2 - 4
x + 2
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Ö R N E K  1

Fonksiyon bir noktada tan›ml›
olmad›¤›  halde  o  noktada  limiti
olabilir.

Fonksiyonun bir noktada tan›ml›
olmas›  halinde bu noktadaki de¤eri
ile bu noktada limitinin varl›¤› ve
varsa limitin de¤eri aras›nda
do¤rudan bir iliflki yoktur diyebiliriz.

S I R A  S ‹ Z D E  1



4) 5)

6) 7)

8) 9)

Afla¤›da grafikleri verilen fonksiyonlar›n  x Æ 1  için varsa limitlerini bulunuz.

Limit Özellikleri
Bir önceki kesimde, limit kavram›n›, baz› basit say›labilecek fonksiyonlar›n baz›
noktalarda limitini, sezgisel yaklafl›ma a¤›rl›k vererek aç›klamaya çal›flt›k. Sizler
taraf›ndan anlafl›lmas› oldukça zor olaca¤› için ve daha çok matematikçileri ilgi-
lendirdi¤ine inand›¤›m›z kesin matematiksel tan›m› vermedik. Ancak, yukar›da
aç›klamaya çal›flt›¤›m›z yöntem zaman zaman s›k›c› say›sal ifllemler gerektirmesi-
ne ra¤men etkili bir yöntem de de¤ildir. Çünkü, fonksiyonun a noktas›nda limi-
tinin varl›¤›n› görmek için x de¤iflkeni a ya nas›l yaklafl›rsa yaklafls›n (yani sade-
ce seçilen örnek de¤erler için de¤il), fonksiyon de¤erlerinin limit diyece¤imiz tek
bir say›ya yaklaflt›¤›n› göstermemiz gerekmektedir. Bu ise san›ld›¤›ndan çok da-
ha zor bir ifltir. Biraz sonra verece¤imiz ve kan›t›n› yine matematikçilere b›raka-
ca¤›m›z  özellikler (teoremler) ve onlar›n sonuçlar› bu zor ifli biraz daha kolay
hale getirebilmektedir.

 x - 2
x + 5

 = ?lim
x Æ 1

 x 2 - 2x  = ?lim
x Æ 3

 
 x - 2

x - 2
 = ?lim

x Æ 2
 10 = ?lim

x Æ 0

 x - 4
x - 2

 = ?lim
x Æ 4

  x
 2 - 3x
x 2 - 9

 = ?lim
x Æ 3
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Şekil 5.4 Şekil 5.5

Şekil 5.6 Şekil 5.7

10) 11)

12) 13)
y

y

0

1

-1

x

-1 1 x

y

y

3

2

0-1 1 2 3 x

-2

-2

-1

0-2 1 2 x

2

4
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f x  + g x  =lim
x Æ 2

 x + - 3  =lim
x Æ 2

 x + - 3lim
x Æ 2

lim
x Æ 2

 = 2 + - 3  = - 1

 f 1 x  + f 2 x  + ... + f n x  =lim
x Æ a

f 1 x  +lim
x Æ a

 f 2 x  + ... +lim
x Æ a

 f n xlim
x Æ a

 

1. Özellik
c bir sabit olmak üzere, f : R Æ R ,  f (x) = c ise

dir.
Sabit fonksiyonun herhangi bir noktada limiti vard›r ve fonksiyon

de¤eri olan sabit say›ya eflittir. 
Grafikten bu özelli¤in do¤rulu¤unu çok  aç›k biçiminde görüyoruz.

2. Özellik
f : R Æ R   ,  f (x) = x

ise 

dir.
Birim fonksiyonun herhangi bir a noktas›nda limiti vard›r ve a ya eflittir.

3. Özellik

f : A Æ R  ,  g : A Æ R fonksiyonlar›  verilsin  ve   

ve  olsun. Bu durumda   f + g fonksiyonunun

x = a noktas›nda limiti vard›r ve

dir.
Toplam›n limiti limitler toplam›na eflittir.

f : R Æ R ,  f (x) = x ,  g : R Æ R ,  g (x) = -3 veriliyor.  x = 2 noktas›n-
da  f + g fonksiyonunun limitini bulal›m.

f fonksiyonu birim fonksiyon, g fonksiyonu sabit fonksiyon oldu¤undan her iki

fonksiyonun 2 noktas›nda limiti vard›r ve 

3. özellikten  f + g nin 2 noktas›nda limiti var-

d›r ve

dir.
3. özellik sonlu tane fonksiyon için de do¤rudur. f1 , f2 , ... , fn fonksiyonlar›n›n
a noktas›nda limiti varsa,

dir.

 g x  =lim
x Æ 2

 - 3  = - 3  tür.lim
x Æ 2

 f x  =lim
x Æ 2

 x = 2 ,lim
x Æ 2

 f x  + g x  =  f x  + g x  = L 1 + L 2lim
x  Æ a

lim
x  Æ a

lim
x  Æ a

 

 g x  = L 2lim
x Æ a

 

  f x  = L 1lim
x Æ a

 

  f  x  = x = alim
x  Æ a

lim
x  Æ a

  f  x  = c = clim
x  Æ a

lim
x  Æ a
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Sabit fonksiyonun herhangi bir
noktada limiti vard›r ve fonksiyon
de¤eri olan sabit say›ya eflittir. 

Şekil 5.8

Şekil 5.9

Birim fonksiyonun herhangi bir a
noktas›nda limiti vard›r ve a ya
eflittir.

Toplam›n limiti limitler toplam›na
eflittir.

Ö R N E K  2

y = x

y

x

c

a

y = c

f (x)

f (x)

y

a

x x xa

x x
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 f (x )lim
x Æ a  = b n x n + b n -1 x n -1 + ... + b 1 x + b 0lim

x Æ a
 
= b n x nlim

x Æ a
 + b n -1 x n -1lim

x Æ a
 + ... + b 1 xlim

x Æ a
 + b 0lim

x Æ a
 
= b n x nlim

x Æ a
 + b n -1 x n -1lim

x Æ a
 + ... + b 1 xlim

x Æ a
 + b 0lim

x Æ a
 
= b n . a n + b n -1 . a n -1 + ... + b 1 . a + b 0

4. Özellik

f : A Æ R  ,  g : A Æ R fonksiyonlar›n›n  bir   a Œ R noktas›nda  limitleri

var ve  ise  f . g fonksiyonunun bu noktada li-

miti vard›r ve

dir. 
Çarp›m›n limiti, limitlerin çarp›m›na eflittir.

4. özellikte g (x ) = c al›n›rsa,

sonucu elde edilir. Buna göre, bir fonksiyonun bir sabitle çarp›m›n›n limiti,  fonk-
siyonun limitinin bu sabitle çarp›m›na eflittir.
3. özellik ile 4. özelli¤in sonucunu birlefltirirsek,

diyebiliriz. Fark›n limiti, limitler fark›na eflittir.
5. Özellik
Limitlerin varl›¤› durumunda sonlu tane fonksiyonun çarp›m›n›n limiti, limitler

çarp›m›na eflittir.

dir.

n Œ N olmak üzere  limitini bulal›m.

Buna göre,

dir.

f : R Æ R ,  f (x ) = bn xn + bn -1 xn -1 + ... + b0 ,  n Œ N ,  bn ≠ 0  ,  b0 ,
b1 , ... , bn Œ  R polinom fonksiyonunun x = a noktas›nda limitini bulal›m.

Yukar›daki özellikler ve örneklerdeki bilgilerimizi kullanarak,

bulunur. Dikkat ederseniz bu de¤er polinom fonksiyonun a noktas›ndaki de¤eridir. 

 x nlim
x Æ a

 

 f  x  - g xlim
x  Æ a

 = f  xlim
x  Æ a

 - g x  lim
x  Æ a

 c f  xlim
x  Æ a

 = clim
x  Æ a

 . f xlim
x  Æ a

 = c f  xlim
x  Æ a

 

 f . g  x lim
x  Æ a

 = f x  . g xlim
x  Æ a

 = f  xlim
x  Æ a

 . g xlim
x  Æ a

 = L 1 . L 2 

  f xlim
x Æ a

 = L 1 , g xlim
x Æ a

 = L 2 
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Bir fonksiyonun bir sabitle
çarp›m›n›n  limiti,  fonksiyonun
limitinin bu sabitle çarp›m›na eflittir.

Fark›n limiti, limitler fark›na eflittir.

Polinom fonksiyonunun herhangi
bir noktadaki limiti, fonksiyonun bu
noktadaki de¤erine eflittir.

Çarp›m›n limiti, limitlerin çarp›m›na
eflittir.
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 x nlim
x Æ a

 = x . x. ... xlim
x Æ a

 = xlim
x Æ a

 . xlim
x Æ a

 ... xlim
x Æ a

 = a . a. ... a = a n 

n tane n tane
n tane

 x nlim
x  Æ a

 = an 

  f1 x  . f2 x  ..... fn xlim
x Æ a

 =  f1 xlim
x Æ a

 .  f2 x  .....  fn xlim
x Æ a

lim
x Æ a
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Ö R N E K  5 limitini bulal›m.

f (x) = x3 - 5x2 + 8  fonksiyonu polinom fonksiyon oldu¤undan, bu limit f (2)  de-
¤erine eflittir.
Buna göre,

dir.
x >  0   ve   r Œ R olmak üzere,

dir.

limitini bulal›m.

bulunur.

limitini bulal›m.

bulunur.

6. Özellik

f : A Æ R , g : A Æ R fonksiyonlar› verilsin ve  g (x) ≠ 0  olsun. E¤er

fonksiyonunun  a nok-

tas›nda limiti vard›r ve  

limitini bulal›m.

oldu¤undan,

bulunur.

  2 x
3

 + 3
4x + 1

lim
x Æ 8

 =
 2 x

3
 + 3lim

x Æ 8
 

4x + 1lim
x Æ 8

 = 7
 33 

 

 2 x
3

 + 3  = 2 . 8
3

 + 3 = 7, 4x + 1lim
x Æ 8

 = 4 . 8 + 1 = 33lim
x Æ 8

 2 x
3

 + 3
4x + 1

 lim
x Æ 8

  
 f x  

g x 
 =

 f x lim
x Æ a

 

 g x  lim
x Æ a

lim
x Æ a

 =
 L 1 

L 2
 , g x  π 0 , L 2 π 0 dir. 

 f x  = L 1lim
x Æ a

 , g xlim
x Æ a

 = L 2  ve L 2 ≠ 0  ise
f x
g x

 

 xlim
x Æ 4

 3x 2 - 7x - 1  = xlim
x Æ 4

 . 3x 2  - 7x - 1lim
x Æ 4

 
 = 4 . 3. 42 - 7 . 4 - 1  = 2. 48 - 28 - 1  = 38

 

 x lim
x Æ 4

 3x 2 - 7x - 1  

 f x  = x 2 
3

 = x 2/3 dir. x > 0 ve r Œ R için x r = a rlim
x Æ a

  oldu¤undan

 

 x 2 
3

lim
x Æ 8

 = x 2/3lim
x Æ 8

 = 82/3 = 23 2/3
 = 4

x2
3

lim
x Æ 8

 x rlim
x  Æ a

 = a r 

 x 3 - 5x 2 + 8  = 23 - 5 . 22 + 8 = - 4lim
x Æ 2

 

 x 3 - 5x 2 + 8lim
x Æ 2
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Bölümün limiti, paydan›n limiti  0
dan farkl› olmak kofluluyla, limitlerin
bölümüne eflittir.
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Ö R N E K  9

7. Özellik

f : A Æ R fonksiyonu verilsin ve  olsun.

n Œ N ve n çift  iken  f (x) ≥ 0  olmak üzere,

dir.
Özel olarak,  f (x) ≥  0  ise

dir.

limitini bulal›m.

dur.

8. Özellik

f : A Æ R , g : A Æ R , h : A Æ R fonksiyonlar› verilsin ve x in  a say›s›na

yak›n tüm de¤erleri için  h (x) ≤ f (x) ≤ g (x)  eflitsizli¤i sa¤lans›n. E¤er

oluyorsa, bu durumda  f fonksiyonunun a nokta-

s›nda limiti vard›r ve

dir.
fiimdi yukar›da verdi¤imiz özellikleri kullanarak baz› fonksiyonlar›n limitleri-

nin nas›l bulunaca¤›n› örneklerle aç›klayal›m.

limitini bulal›m.

oldu¤undan 6. özelli¤i kullanamay›z.

Bu durumda fonksiyonu biraz daha dikkatli incelememiz gerekir.  x, 2 ye  yaklafl-

t›¤›ndan  x ≠ 2   dir. Dolay›s›yla

yazabiliriz. Buna göre,

bulunur.

  3x - 6
5x 2 - 20

lim
x Æ 2

 =  3
 5 x + 2  

lim
x Æ 2

 = 3
5 . 4

 = 3
20

 

 3x - 6
5x 2 - 20

 =
3 x - 2

5 x 2 - 4
 =

3 x - 2

 5 x - 2  x + 2
 = 3

5 x + 2
 , x ≠ 2

 3x - 6  = 0  ve 5x 2 - 20  = 0lim
x Æ 2

 lim
x Æ 2

 3x - 6

 5x 2 - 20
lim

x Æ 2

 f xlim
x Æ a

 = h xlim
x Æ a

 = g xlim
x Æ a

 = L

 h xlim
x Æ a

 = g xlim
x Æ a

 = L

 2x 3 - 7x  = 2x 3 - 7xlim
x Æ 4

 = 2 . 43 - 7 . 4 = 100lim
x Æ 4

 = 10

 2x 3 - 7xlim
x Æ 4

 

 f  x  lim
x  Æ a

 = f  x  lim
x  Æ a

 = L  

 f  x  
n  

 = f xlim
x  Æ a

 n   = L 
n  

lim
x  Æ a

 

 f x  = Llim
x Æ a
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Ö R N E K  1 1 limitini bulal›m.

veya

yaz›labilir. Bu durumda,

bulunur.

Bu iki örne¤e dikkat ederseniz her iki örnekte de pay ve payda 0 a yaklafl›r-

ken limit, birincisinde  3/20,  ikincisinde  6  bulundu. Bunlardan flu sonucu ç›ka-

r›yoruz:  x Æ a için bir kesrin hem pay› hem de paydas› s›f›ra yaklafl›yorsa, kes-

rin limiti tamamen kesre ba¤l›d›r, genel bir sonuç söylenemez. Bu nedenle bu du-

rumda  belirsizli¤i vard›r denir. belirsizli¤i limitin yoklu¤u anlam› tafl›maz,

sadece limitin varsa de¤erinin kesre ba¤l› oldu¤unu ifade eder.

Afla¤›daki limitleri hasaplay›n›z.

1) 2)

3) 4)

5) 6)

7) 8)

9) 10)

11) 12)

13) 14)

15) 16)

17)

0
0

0
0

  x - 9
 x  - 3

 lim
x Æ 9

 = x  + 3lim
x Æ 9

 = 9 + 3 = 6

x - 9
 x  - 3

 = x - 9
 x  - 3

 .  x  + 3
x  + 3

 =
 x - 9  x  + 3  

x 2 - 32
 =

 x - 9  x  + 3  

x - 9
 
= x  + 3 , x ≠ 9

 x - 9
 x  - 3

 =
 x 2 - 32

x  - 3
 =

 x  - 3  x  + 3  

x  - 3
 = x  + 3

 x - 9lim
x Æ 9

 = 0 , x  - 3lim
x Æ 9

 = 0  d›r. x  9 dan farkl› oldu¤undan

  x - 9
x  - 3

 lim
x Æ 9
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S I R A  S ‹ Z D E  2

x 2 + 3x - 1lim
x Æ -1

 x 2 - 2 x + 1lim
x Æ 0

x 2 - 8 x + 1lim
x Æ 2

 xlim
x Æ 81

x
5

lim
x Æ 32

 x
3

lim
x Æ 6

2x + 1  x - 3lim
x Æ 1

 x
3

 + 1  3x - 1lim
x Æ 8

 x x - 1
3x + 4

 ,lim
x Æ 0

  x - 4 
x + 1

lim
x Æ 4

 x 3 + 2x - 1 
x 2 + 1

lim
x Æ -1

 x 2 + 5x + 2
3

 lim
x Æ 1

x 3 - 4x 2 + 9lim
x Æ 0

 x + 1
 3x - 2 

 lim
x Æ 1

x - 1
 x  - 1

lim
x Æ 1

  x 2 - 3x + 2
x2 - 4

lim
x Æ 2

 x 3 - 5x2 + 4x 
x2 + 6x

lim
x Æ 0
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Tek Yönlü Limitler
Yukar›daki incelemizde, a noktas›ndaki limiti incelerken x ba¤›ms›z de¤iflkeni a
ya nas›l yaklafl›rsa yaklafls›n  f (x)  de¤erlerinin belli bir say›ya yaklafl›p yaklaflma-
d›¤›n› araflt›rd›k. Ancak, baz› durumlarda x in a ya sadece a dan büyük (yani sa¤-
dan) de¤erlerle yaklaflmas› veya sadece a dan küçük (yani soldan) yaklaflmas› zo-
runlu olabilir. ‹flte bu durumlarda tek yönlü limit söz konusudur.

E¤er  x Æ a+ için f fonksiyonunun L gibi bir limiti varsa, bu limite a nokta-
s›ndaki sa¤dan limit denir ve

biçiminde gösterilir.
Benzer flekilde,  x Æ a- için f fonksiyonunun L gibi bir limiti varsa bu limi-

te de soldan limit denir ve

biçiminde gösterilir.

dir.
Yani, sa¤dan ve soldan limitlerin her ikisinin de söz konusu oldu¤u bir nokta-

da limit varsa, hem sa¤dan hem de soldan limit vard›r ve bunlar birbirine eflittir.
Karfl›t olarak sa¤dan ve soldan limitler var ve birbirine eflit ise bu noktada limit
vard›r. Sa¤dan ve soldan limitlerin birisi yoksa veya bu iki limit eflit de¤ilse limit
yoktur.

limitlerini bulal›m.

x Æ 0+ iken x > 0  oldu¤undan  |x| = x dir.
Buna göre

x Æ 0- iken  x < 0  oldu¤undan  |x | = -x dir.
Buna göre,

olur.
Bu  fonksiyonun  hem sa¤dan ve hem de soldan limitleri vard›r ve s›ras›yla 1 ve
-1 dir. Bu iki limit birbirine eflit olmad›¤›ndan

  
x 
x

lim
x Æ 0

  yoktur.

  
x 
x

lim
x Æ 0-

  =  -x
 x

lim
x Æ 0-

 = - 1lim
x Æ 0-

 = - 1

  
x 
x

lim
x Æ 0+

  =  x
 x

lim
x Æ 0+

 = 1 = 1lim
x Æ 0+

 

   
x 
x

lim
x Æ 0+

  ve  
x 
x

lim
x Æ 0-

  

  f  xlim
x  Æ a

 = L ¤  f xlim
x  Æ a -

 =  f x  = Llim
x  Æ a +

  f xlim
x Æ a-

 = L

  f xlim
x Æ a+

 = L
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a noktas›na her iki yönden
yaklafl›labilindi¤i  durumlarda, a
noktas›nda limitin varolmas› için
gerek ve yeter koflul, hem sa¤dan
ve hem de soldan limitlerin var ve
birbirine eflit olmas›d›r.

Ö R N E K  1 2

Şekil 5.10

y

x0

y = 1

x > 0
1

-1
y = -1

x < 0
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fonksiyonu veriliyor.

limitlerini araflt›ral›m.

x Æ 2- için  x < 2  dir. Dolay›s›yla bu durumda  f (x) = 3x - 1  dir. Buna göre,

dir. x Æ 2+ için  x > 2  ve f (x) = x + 3 tür. 
Bu durumda

oldu¤undan

dir.

Baz› durumlarda x Æ a (veya  x Æ a - , x Æ a+)  için fonksiyon de¤erleri is-
tenildi¤i kadar büyük bir say›dan daha büyük olabilir. Bu durumda limit  • dur
denir ve

biçiminde gösterilir.
Benzer flekilde, x Æ a (veya  x Æ a - , x Æ a+)  için fonksiyon de¤erleri

negatif yönde istenildi¤i kadar küçük say›dan daha küçük olabilir. Bu durumda
da limit - • dur denir ve

biçiminde gösterilir.

limitlerini araflt›ral›m.

Yandaki grafikten gördü¤ümüz gibi, x de¤ifl-
kenine pozitif ve s›f›ra yaklaflan de¤erler ver-
di¤imizde fonksiyon de¤erleri s›n›rs›z olarak
büyümektedir. Benzer flekilde x e negatif ve
s›f›ra  yaklaflan  de¤erler  verdi¤imizde  fonk-
siyon de¤erleri  negatif  yönde  s›n›rs›z  olarak
küçülmektedir.
Bu nedenle

dur.  Soldan  ve  sa¤dan  limitler  farkl›
oldu¤undan

1
xlim

x Æ 0
  yoktur.

1
xlim

x Æ 0-
 = - •   ve 1

xlim
x Æ 0+

 = • 

 1
xlim

x Æ 0-
 , 1

xlim
x Æ 0+

  ve 1
xlim

x Æ 0
 

f xlim
x Æ a

 = - • veya f xlim
x Æ a-

 = - • , f x  = - •lim
x Æ a+

 

  f xlim
x Æ a

 = • veya  f xlim
x Æ a-

 = • ,  f x  = •lim
x Æ a+

 

 f xlim
x Æ 2

 = 5

 f x  = x + 3lim
x Æ 2+

 = 2 + 3 = 5lim
x Æ 2+

 
 f x  =lim

x Æ 2-
  f x  = 5lim
x Æ 2+

 f x  = 3x - 1lim
x Æ 2-

 = 3 . 2 - 1 = 5lim
x Æ 2-

 f x  , f xlim
x Æ 2+

  ve f xlim
x Æ 2

 lim
x Æ 2-

 f : R Æ R , f x  =
3x - 1 , x ≤ 2 ise,

x + 3 , x > 2 ise
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Şekil 5.11

Şekil 5.12

y

x

5

21/3-1

y = x + 3

x > 2

y = 3x - 1

x ≤ 2

xx
x

y

f (x)

f (x)

y = 1/x 
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limitlerini araflt›ral›m.

x Æ 1- ve  x Æ 1+ yaklaflmalar›na 
örnekler vererek veya yandaki 
grafikten görebilece¤imiz gibi, 

dur.

limitini araflt›ral›m.

x ≠ 0  oldu¤undan pay ve payday›  x e bölelim.

d›r. Buna göre,

d›r. O halde

olmas› limitin varl›¤› anlam› tafl›maz. Sadece  x Æ a için  f (x)

de¤erlerinin s›n›rs›z büyüdü¤ü anlam› tafl›r.

Benzer flekilde, olmas› da  x Æ a için  f (x)    de¤erlerinin

negatif yönde s›n›rs›z küçüldü¤ünü ifade eder.
Bir fonksiyonun tan›m kümesinde x de¤iflkeni pozitif yönde s›n›rs›z büyüyebilir
veya negatif yönde s›n›rs›z küçülebilir, bu durumlar›  x Æ • veya  x Æ - • bi-
çiminde ifade ederiz. Bu durumlarda da fonksiyonun limitinden söz etmek müm-
kündür. E¤er  x Æ • (veya x Æ - •) için  f (x)  de¤erleri belirli bir  L say›s›na
yaklafl›yorsa, bu durumda da limit  L dir  denir ve

biçiminde gösterilir.

 f x  = L lim
x Æ •

 veya f x  = Llim
x Æ - •

 

  f x  = - • lim
x Æ a

  f x  = • lim
x Æ a

  2x - 3
 3x 2 - x

 lim
x Æ 0

   yoktur.

 2x - 3
 3x 2 - x

lim
x Æ 0-

 =  
 2 - 3

x 

3x - 1
lim

x Æ 0-
 = - •  

 2x - 3
 3x 2 - x 

lim
x Æ 0+

 =  
 2 - 3

x 

3x - 1
lim

x Æ 0+
 = + • 

 2x - 3

 3x2 - x
 =

x  2 - 3
x
 

x 3x - 1
 =

2 - 3
x

3x - 1
 

 2x - 3
3x2 - x

lim
x Æ 0

 

 ve dolay›s›yla 1

x - 1 2
lim

x Æ 1
 = • 

 1

x - 1 2
lim

x Æ 1-
 = • , 1

x - 1 2
lim

x Æ 1+
 = • 

 1

x - 1 2
lim

x Æ 1-
 , 1

x - 1 2
lim

x Æ 1+
  ve 1

x - 1 2
lim

x Æ 1
 

Şekil 5.13

 y = 1

x - 1 2
 

1

y

x
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limitlerini araflt›ral›m.

Yandaki grafikten gördü¤ümüz gibi x

de¤iflkenine pozitif yönde istenildi¤i ka-

dar büyük veya negatif yönde istenildi-

¤i kadar küçük de¤erler verdi¤imiz de

fonksiyon de¤erleri 0’a yaklaflmaktad›r.

Bu  nedenle hem  x Æ - ∞  ve  hem de

x Æ ∞   için  f (x) Æ 0  olmaktad›r. Ya-

ni

d›r.

limitini araflt›ral›m.

Fonksiyonda hem pay› ve hem de payday›  x2 ile bölelim.

bulunur.

oldu¤u gösterilebilir.

Baz› fonksiyonlarda x s›n›rs›z büyürken fonksiyon de¤erleri, s›n›rs›z büyüyebilir

veya negatif yönde s›n›rs›z küçülebilir. Bu durumlar› k›saca,

biçimlerinde ifade ederiz.

Benzer  flekilde  x Æ - ∞  için  f (x) Æ ∞  veya  f (x) Æ - ∞  olabilir.  Bu

durumlar› da

biçimlerinde ifade ederiz.

 f xlim
x Æ  - •

 = • , f x  = - • lim
x Æ  - •

 f xlim
x Æ  •

 = • , f x  = - • lim
x Æ  •

 
a n x n + a n -1 x n -1 + . . . + a 1 x + a 0

 b m x m + b m -1 x m -1 + . . . + b 1 x + b 0 
lim

x Æ •
 =  

±• , n > m  ise
a n

b m
 , m = n  ise

0 , n < m  ise

   3x 2 - 5x + 1
- x 2 + 4x + 7

 =  
3 - 5

x
 + 1

x 2

- 1 + 4
x
 + 7

x 2

 = 3 - 0 + 0
 - 1 + 0 + 0

 = - 3lim
x Æ  •

lim
x Æ  •

  3x 2 - 5x + 1
 - x 2 + 4x + 7

 lim
x Æ - •

 1
x = 0 ,lim

x Æ - •
 1

x lim
x Æ  •

= 0

1
xlim

x Æ •
  , 1

x lim
x Æ - •

Limit  Kavram›108

Şekil 5.14

y

x

 y = 1
x
 



bulunur.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Süreklilik
Limit konusunu incelerken, bir fonksiyonun bir noktadaki limiti ile fonksiyonun
bu noktadaki de¤eri aras›nda do¤rudan bir iliflki olmad›¤›n› ifade etmifltik. Bu-
nunla beraber baz› fonksiyonlar›n a daki limiti ile a daki de¤erinin birbirine eflit
olduklar›n› görmüfltük. Bu özel durum fonksiyon davran›fl›n› incelemede önemli
bir özellik olarak karfl›m›za ç›kmaktad›r. ‹flte bu durumda fonksiyon a noktas›nda
süreklidir diyoruz. Buna göre süreklili¤i flu flekilde tan›mlayabiliriz:

f : A Æ R fonksiyonu ve bir  a Œ A noktas› verilsin. E¤er

oluyorsa, f fonksiyonuna  x = a  noktas›nda süreklidir denir.  f fonksiyonu A
kümesinin her noktas›nda sürekli ise, f fonksiyonu A üzerinde süreklidir denir.

  f x  = f alim
x Æ a

 

x 3 - 4x 2 + x
2x - 3

lim
x Æ - ∞

 =
x 3  1 - 4

x
 + 1

x 2
 

x  2 - 3
x
 

lim
x Æ - ∞

 =
x 2  1 - 4

x
 + 1

x 2
 

2 - 3
x

lim
x Æ - ∞

 

=
∞ . 1 - 0 + 0

2
 = ∞

 2x 2 - 4x + 5lim
x Æ ∞

 = x 2lim
x Æ ∞

 2 - 4
x
 + 5

x 2
 = ∞ . 2 - 0 + 0  = ∞
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 f x  =
 x 2 - x + 1 , x ≤ 0    ise
 x 2 + x , x  > 0    ise

     oldu¤una göre f x  = ?lim
x Æ 0

 

 
x + 1

x + 1
  = ?lim

x Æ -1
 

x - 1

x - 1
lim

x Æ 1-
 = ?

  - x 2 + 1
x - 5lim

x Æ - ∞
 = ?

 

  
x x  + 5 

x  + 10
 = ?lim

x Æ ∞

 

  4x 2 - 5x 
2 - x

 = ?lim
x Æ - ∞
 

  4x 2 - 5x 
2 - x

lim
x Æ ∞

 = ?
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Örne¤in f : R Æ R , f (x) = 2x - 3 fonksiyonu  x = 2  noktas›nda süreklidir.
Çünkü  dir.     

Yine limit konusunda  P (x) = bn xn + bn -1 xn -1 + ... + b1 x + b0 polinom

fonksiyonunun herhangi bir a noktas›ndaki limitinin  P (a)  oldu¤unu görmüfltük.

Buna göre, flu sonucu ç›karabiliriz.

P (x) = bn xn + bn -1 xn -1 + ... + b1 x + b0 polinom fonksiyonu her  a Œ R

noktas›nda süreklidir.

Süreklili¤in tan›m›na göre,  f : A Æ R fonksiyonunun bir  a noktas›nda sürek-

li olmas› için flu koflullar›n sa¤lanmas› gerekir:

• Fonksiyon a noktas›nda tan›ml› olmal›d›r,

• Fonksiyonun a noktas›nda limiti olmal›d›r,

• Fonksiyonun a daki limiti a daki de¤erine eflit olmal›d›r.

f fonksiyonu bir noktada sürekli de¤ilse,  f bu noktada süreksizdir denir.

fonksiyonunun    x = 0 ve  x = 1 noktalar›nda  sürekli  olup  olmad›¤›n›
inceleyelim.

f (0) = 02 + 1 = 1

oldu¤undan,  yoktur.

Buna göre f  fonksiyonu  x = 0 

noktas›nda sürekli de¤ildir.

Buna karfl›l›k bu fonksiyon  x = 1

noktas›nda süreklidir. Gerçekten

oldu¤undan fonksiyon  x = 1  noktas›nda süreklidir.

f  fonksiyonunun grafi¤inin  x = 0 ve  x = 1 deki durumu aras›nda bir
fark görüyor musunuz?

Yan›t›n›z flöyle olmal›yd›:
f fonksiyonunun grafi¤i olan e¤ride  x = 1  noktas›nda herhangi bir kopma yok-
tur. Bir fonksiyon bir aral›kta sürekli ise, fonksiyonun grafi¤i olan e¤ri bu ara-
l›kta kalem kald›r›lmadan çizilebilir yani fonksiyon grafi¤inde herhangi bir kopma
olmaz.

 f (1) = 1  , f xlim
x Æ 1

 = xlim
x Æ 1

 = 1  , f xlim
x Æ 1

 = f 1  = 1

  f xlim
x Æ 0

 

  f xlim
x Æ 0-

 = 1 ,  f xlim
x Æ 0+

 = 0

 f : R Æ R , f x  =  
x 2 + 1 , x  ≤ 0   ise
x , x  > 0   ise

 

 2x - 3  = 1 = f (2)lim
x Æ 2
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Bir fonksiyon bir aral›kta sürekli ise,
fonksiyonun grafi¤i olan e¤ri bu
aral›kta kalem kald›r›lmadan
çizilebilir yani fonksiyon grafi¤inde
herhangi bir kopma olmaz.

Şekil 5.15

y

x

y = x2 + 1

x ≤ 0

1

y = x

x > 0
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fonksiyonunun  x = 4 noktas›nda

sürekli olup olmad›¤›n› araflt›ral›m.

oldu¤undan fonksiyon  x = 4  noktas›nda süreklidir.

Afla¤›daki  flekilde  x0 noktas›nda süreksiz olan  çeflitli  fonksiyon grafikleri

görülmektedir.

f : A Æ R ,  g : A Æ R fonksiyonlar›   x0 Œ A noktas›nda  sürekli  ise,  f + g ,
f - g ,  f . g , g (x0) ≠ 0  olmak üzere fonksiyonlar› da  x0 Œ A noktas›nda
süreklidir.

f : R Æ R ,  f (x) = 3x3 - 5x2 + 4x ,   g : R Æ R ,  g (x) = x2 + 1 fonksiyon-

lar› veriliyor fonksiyonunun sürekli¤ini inceleyelim.

f ve g fonksiyonlar› polinom fonksiyon olduklar›ndan her x Œ R noktas›nda
süreklidirler. Ayr›ca her x Œ R için  x2 + 1 ≠ 0  oldu¤undan

fonksiyonu her   x Œ R noktas›nda sürekli fonksiyondur.

 
f x
g x

 =  3x 3 - 5x 2 + 4x
x 2 + 1

 

 f (x )

 g (x )

f
g

 f (4) = 4 = 2   , xlim
x Æ 4

 = 2 = f (4)

 f : 0 , ∞  Æ R , f x  = x  
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Bir fonksiyona bir noktada sürek-
lidir diyebilmek için afla¤›daki üç
sorunun yan›t› evet olmal›d›r.
• Fonksiyon bu noktada tan›ml›

m›?
• Fonksiyonun bu noktada limiti

var m›?
• Fonksiyonun bu noktadaki

de¤eri limitine eflit mi?

Fonksiyonun tan›m kümesine ait bir
noktaya karfl›l›k, grafikte kopma,
delinme  ve  s›çrama  varsa  bu
noktalarda fonksiyonun sürekli
olmad›¤›n› unutmay›n›z.

Bir fonksiyon bir noktada sürekli
ise, bu nokta civar›nda ba¤›ms›z
de¤iflkendeki küçük de¤ifliklikler
fonksiyon de¤erlerinde "küçük"
de¤ifliklikleri do¤urur. Fonksiyon
bir noktada sürekli de¤ilse, bu
nokta civar›nda ba¤›ms›z
de¤iflkendeki küçük de¤iflikliklerin
fonksiyon de¤erlerinde afl›r›
büyük de¤ifliklikler meydana
getirebilece¤ini
beklemeliyiz.

Şekil 5.16
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y

x4

2
 y =  x

 
 

x x x

y y y

x0

x0 x0

f (x0 )

f (x0 )

f (x0 )



Sürekli Fonksiyonlar›n Özellikleri
f : A Æ R fonksiyon verilsin. E¤er her  x Œ A için  f (x) ≤ f (x0)  olacak flekil-

de en az bir  x0 Œ A noktas› varsa,  f (x0)  say›s›na f fonksiyonunun A üzerinde
mutlak maksimum de¤eri, di¤er bir deyiflle en büyük de¤eri denir. Benzer fle-
kilde, her  x Œ A için  f (x1) ≤ f (x)  olacak flekilde en az bir  x1 Œ A noktas›
varsa,  f (x1)  say›s›na f fonksiyonunun A üzerinde mutlak minimum de¤eri ya-
ni en küçük de¤eri denir.

fiekilde grafi¤i verilen fonksiyonun mutlak maksimum de¤eri  M , mutlak mi-
nimum de¤eri ise  m dir.

Her fonksiyonun mutlak maksimum veya mutlak minimum de¤eri var olmak
zorunda de¤ildir.

f : (0, 1] Æ R , f (x) = x2 fonksiyonunun, mutlak minimumu yoktur, ancak
mutlak maksimum de¤eri 1 dir. Burada 0 ›n tan›m kümesine ait olmad›¤›na dik-
kat ediniz.

[a, b]  kapal› aral›¤› üzerinde tan›ml› sürekli fonksiyonlar›n davran›fllar›n› daha
kolay inceleyebiliriz. fiimdi bu özelliklerden baz›lar›n› ele alal›m.

1. Özellik
f : [a, b] Æ R sürekli fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon mutlak minimum ve

mutlak maksimum de¤erlerini  en az birer noktada  al›r. Yani her  x Œ [a, b]  için
f (x1) ≤ f (x)  ve  f (x) ≤ f (x2)

olacak flekilde en az birer  x1 , x2 Œ [a, b]  de¤erleri vard›r.
2. Özellik
f : [a, b] Æ R sürekli fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon mutlak minimum ve

mutlak maksimum de¤erleri aras›ndaki her de¤eri en az bir noktada al›r. Yani,
fonksiyonunun mutlak minimum de¤eri  m, mutlak maksimum de¤eri M olmak
üzere, 

m ≤ c ≤ M
koflulunu sa¤layan herhangi bir c say›s›na karfl›l›k  f (x0) = c olacak flekilde en
az bir  x0 Œ [a, b]  say›s› vard›r.
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Sürekli fonksiyonlar için bu özellik ara de¤er teoremi olarak bilinir. fiekilde-
ki grafi¤e göre  f (x0) = f (x1) = c dir.

Sonuç

f : [a, b]  Æ R sürekli   fonksiyonu  verilsin.  E¤er  f (a) . f (b) < 0   ise  en
az  bir c Œ (a, b)  için  f (c) = 0  d›r. Yani f sürekli fonksiyonu  [a, b]  aral›¤›n›n
uçlar›nda farkl› iflaretli de¤erler al›yorsa,  f (x) = 0  denkleminin  (a, b)  aral›¤›n-
da en az bir kökü vard›r.

Yukar›daki grafiklerden aç›kça görüldü¤ü gibi,  f (a)  ile  f (b)  de¤erleri fark-
l› iflaretli oldu¤undan  (a, f (a) ), (b, f (b) )  noktalar›ndan birisi x-ekseninin alt›n-
da iken di¤eri x-ekseninin üstündedir. Fonksiyon sürekli oldu¤undan grafi¤i ka-
lem kald›r›lmadan çizilecektir, dolay›s›yla negatif bölgeden pozitif bölgeye veya
pozitif bölgeden negatif bölgeye geçerken grafik en az bir noktada x-eksenini
kesmek zorundad›r. Bu noktan›n apsisi ise  f (x) = 0  denkleminin köküdür.

Bu sonuç yard›m›yla baz› denklemlerin köklerini araflt›rabiliriz.
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3x3 - 4x2 + 2x - 1 = 0  denkleminin  [0, 2] aral›¤›nda kökü var m›d›r?

f : [0, 2] Æ R ,  f (x) = 3x3 - 4x2 + 2x - 1  fonksiyonunu gözönüne alal›m. f po-
linom fonksiyon oldu¤undan bu aral›kta süreklidir.  f (0) = -1 , f (2) = 11  oldu-
¤undan  f (0) . f (2) < 0  d›r, dolay›s›yla en az bir  c Œ (0, 2)  için  f (c) = 0  d›r.
Bu nedenle denklemin bu aral›kta en az bir kökü vard›r.

Yukar›daki özelliklerde, fonksiyonun tan›m kümesi kapal› aral›k de¤ilse veya
fonksiyon sürekli de¤ilse, genel olarak bu özellikler do¤ru de¤ildir.

Afla¤›daki fonksiyonlar›n  x = 1  noktas›nda sürekli olup olmad›klar›n› araflt›r›n›z.

1)

2)

3)

4)
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 f x  =  
3x - 1 , x  < 1   ise
0       , x  = 1   ise
x + 1 , x  > 1   ise

 

 h x  =
  x - 1  

x + 1

 k (x ) = x +1
 
 m (x ) = x -1

x

 

Niels Abel (1802 - 1829)

Deha ve Yoksulluk.
Abel ,1824 de derecesi beflten büyük polinom
denklemler için genel bir çözüm verilemeyece-
¤ini kan›tlam›flt›r. Yoksul bir hayat yaflam›fl ve
yakaland›¤› bir hastal›k sonucunda 27 yafl›n-
da ölmüfltür. Ünlü analizci Weierstrass ö¤ren-
cilerine Abel’i okuyunuz tavsiyesinde bulun-
duktan sonra onun için flunlar› söylemifltir:
"Me¤er Abel, ne mutlu adamm›fl ki, fikirleri
sonsuza kadar yaflayacak ve onlar›n matema-
tik bilimine çok olumlu etkileri olacakt›r."

"Tarih gösteriyor ki, bütün pozitif ilimlerin or-
tak kayna¤› olan matematik kültürünü himaye
eden hükümdarlar ayn› zamanda devirleri en
parlak olanlar ve zaferleri en uzun sürenler-
dir."

Michel CHASLES



Kendimizi S›nayal›m
1.

a. - •
b. 0
c. 1
d. 4
e. •

2.

a.

b. 0
c.

d. 2
e. Yoktur

3.

a. -2
b. -1
c. 1
d. 2
e. Yoktur

4.

a. - •
b.

c. 0

d.

e. •
5.

a. - •
b. 0
c.

d.

e. •
6.

a. - •
b. -2
c. 0
d. 2
e. •

7.

a. -2

b.

c.

d. 0
e. Yoktur

8. Yanda grafi¤i verilen
f fonksiyonu için

a. 0
b. 1
c. 2
d. 3
e. Yoktur

9. f (x) = 2x2 - ax + 4  fonksiyonu  x = -1  noktas›nda
sürekli ve oldu¤una göre  a kaçt›r?

a. -4
b. -1
c. 0
d. 4
e. 10

10. 

a. 2

b.

c. 0
d.

e. -1

11. 

a. -2
b. 0
c.

d. 2
e. •

12. 

a. -1
b. 0
c. 1
d. 3
e. •

 f xlim
x Æ - 1

 = 10
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 x 2 - 4x
x - 4

  de¤eri nedir?lim
x Æ 4

 2x + 3
x 2 - 5

lim
x Æ •

  de¤eri nedir?

- 3
5

1
2

   x  x  + 1
x + 1

lim
x Æ - 1

  de¤eri nedir?

1
3

- 1
3

  x - x 2 - x 3

3 + x 2
lim

x Æ - •
  de¤eri nedir?

1
5
2

 x 2 + 5  - xlim
x Æ •

  de¤eri nedir?

2x

x - 1 2
lim

x Æ 1
  de¤eri nedir?

6
3

-2
3

 x 3 - x 2 + 4x - 2
3

lim
x Æ - 1

  de¤eri nedir?

 f xlim
x Æ 2

 de¤eri nedir?

1
2

- 1
2

  x
 2 - ax
2x + 5

lim
x Æ 2

 = 2
3
   oldu¤una göre, a  kaçt›r?

1
4

   x + 4 - 2
x

lim
x Æ 0

  de¤eri nedir?

  x + 3
x 2 + 3x

lim
 x Æ 0+

  de¤eri nedir?

y = f (x)

y

x

1

3

2



Biraz Daha Düflünelim
1.

2.

3.

4.
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  x + 2
x + 2

lim
 x Æ -2

 de¤eri nedir?

x 2+ 4x -3  + xlim
 x Æ -∞

  de¤eri nedir?

x x + 5
3x2+ 7

lim
 x Æ ∞

  de¤eri nedir?

 x
 2-4x+ 3
(x - 1)2

lim
 x Æ 1

 de¤eri nedir?


