
Amaçlar

Bu üniteyi çal›flt›ktan sonra;
bir fonksiyonun, bir noktadaki de¤iflme h›z›n›n fonksiyonun, o noktadaki
türevi oldu¤unu anlayacak,
çeflitli tipteki fonksiyonlar›n türevlerini bulabilecek,
fonksiyonun bir noktadaki de¤erini, bu noktaya yak›n uygun bir noktadaki
te¤eti yard›m›yla bulacak,
türev fonksiyonunun da türevlerini bulabileceksiniz.
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‹çindekiler

• Girifl
• Türev Kavram›
• Türev Kurallar›
• Te¤et Denklemi
• Yüksek Mertebeden Türevler

• Önce limit konusunu gözden geçiriniz.

• Türev kurallar›n› çok örnek çözerek ö¤renmeye çal›fl›n›z.

• Türevin iktisadi uygulamalar›n›n anlamlar›n› anlamaya çal›fl›n›z.

• Çözümleri size b›rak›lm›fl sorular› mutlaka çözünüz.

Girifl
Bu ünitede türev kavram›n›, türev kurallar›n› ve türevin baz› uygulamalar›n› in-
celeyece¤iz. ‹ncelememizde temel özellikleri örneklerle aç›klayacak, ayr›nt›l› ka-
n›tlara girmeyece¤iz.

Türev kavram›, fizikte hareketli bir cismin anl›k h›z›n›n bulunmas›yla, mate-
matikte ise bir fonksiyonun grafi¤i olan e¤rinin bir noktadaki te¤etinin e¤iminin
bulunmas› problemlerinden do¤mufltur. Bugün ise türev, matematikle beraber fi-
zik, kimya, mühendislik ve ekonomi gibi uygulamal› bilimlerin hepsinde pek çok
problemin çözümünü kolaylaflt›ran, bu nedenle büyük önem tafl›yan bir kavram-
d›r. Örne¤in, bir mal›n toplam maliyet fonksiyonunu biliyorsak hangi üretim
miktar›nda maliyetin en düflük düzeyde olaca¤›n› veya herhangi bir üretim mik-
tar›nda maliyetin de¤iflim h›z›n› yani maliyetin hangi h›zla artaca¤›n› veya aza-
laca¤›n›, benzer flekilde bir mal›n kâr fonksiyonunu bildi¤imizde hangi sat›fl mik-
tar›nda kâr›n en yüksek olaca¤›n›, herhangi bir sat›fl miktar›nda kâr›n hangi h›z-
la artaca¤›n› veya azalaca¤›n› türev yard›m›yla bulabilmekteyiz.

Yukar›daki örnekler ve bunlara benzer problemlerde, birbirine ba¤l› iki de¤ifl-
ken vard›r ve bu de¤iflkenlerden birisindeki bir de¤ifliklik  nedeniyle, di¤erinde
meydana gelen de¤iflme söz konusudur. Bu tür problemlerde, de¤iflme miktar›n-
dan daha çok, de¤iflmenin h›z› önem tafl›maktad›r. Örne¤in günümüzde benzin
fiyat› zamanla de¤iflmektedir ancak, benzin fiyat›n›n bir ayda 100 000 lira art-
mas› ile bir y›lda 100 000 lira artmas› aras›nda çok büyük fark vard›r. Bu neden-
le önemli olan de¤iflikli¤in hangi miktarda oldu¤u de¤il, hangi oranda oldu¤u-
dur. Bu örnekle vurgulamaya çal›flt›¤›m›z kavram, matematik anlamda bir fonk-
siyonun bir noktadaki anl›k (de¤iflme) h›z›d›r.

Bir  fonksiyonun anl›k h›z›na geçmeden önce ortalama h›z›n› bir örnekle
aç›klayal›m.

x mal miktar›n› göstermek üzere bir mal›n, milyon TL cinsinden toplam mali-
yet fonksiyonu 

olsun.  Bu toplam maliyet fonksiyonuna göre  100  birim  ve 110  birim mal›n
maliyeti,

C (100) = 5000 + 100 . 100 - 2500 = 12,5 Milyar TL, 
C (110) = 5000 + 100 . 110 - 3025 = 12,975 Milyar TL 

dir.

y = C (x ) = 5000 + 100x - x 2

4
    ,    0 ≤ x ≤ 300
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Bu mal›n [100, 110 ] aral›¤›nda ortalama maliyeti,

dir. ‹flte  bu  de¤ere   C   toplam maliyet fonksiyonunun  [100, 110 ] aral›¤›ndaki
ortalama h›z› diyoruz.

Genel olarak, bir  y = f (x) fonksiyonunda  x  ba¤›ms›z de¤iflkeni bir x1 nok-
tas›ndan  x2 noktas›na (x1 < x2 olmak zorunda de¤ildir) de¤iflti¤inde fonksiyon
de¤erlerinde meydana gelen de¤ifliklik miktar› f (x2 ) - f (x1 ) dir. Bu durumda 

oran›na  fonksiyonun   [x1 , x2 ] aral›¤›ndaki ortalama h›z› denir. Burada e¤er
x2 < x1 ise  [x2 , x1 ] aral›¤›ndaki ortalama h›zdan söz etmeliyiz.

fiimdi de anl›k h›z› bir örnekle aç›klayal›m. Anl›k (de¤iflme) h›z›n› yukar›daki
toplam maliyet fonksiyonu üzerinde aç›klayabilirdik. Bunun için, uzunlu¤u bi-
rim uzunluktan çok daha küçük aral›klar üzerindeki ortalama h›zlar›ndan söz
etmemiz gerekmektedir. Bunun matematik aç›s›ndan hiçbir sak›ncas› olmamas›-
na karfl›l›k çok küçük kesirli miktarda mal miktarlar›ndan söz etmemiz size an-
laml› gelmeyebilir. Bunun yerine kavram›, ilk ö¤renenler için daha anlafl›labilir
hale getirece¤i inanc›yla, hareketli bir cismin anl›k h›z›n›n bulunmas› problemiy-
le aç›klamaya çal›flaca¤›z. Bu arada flunu da ifade edelim ki baz› ekonomik prob-
lemler tamamen pozitif tam say›larla ilgili olabilir. Dolay›s›yla bu problemlerle il-
gili fonksiyonlar da pozitif tam say›lar kümesi üzerinde tan›ml› olur. Bu fonksi-
yonlar›n özellikleri incelenirken bu fonksiyonlar yerine bunlar›n gerçel say›lar
kümesinin uygun bir alt kümesine geniflletilmiflleri al›narak inceleme yap›l›r. fiim-
di anl›k h›z konusunu aç›klayal›m.

Bir do¤ru üzerinde hareket eden bir cismin ald›¤› yol, zaman›n fonksiyonu
olarak, t saniye (sn), s metre (m) olmak üzere,

s = s(t) = 20t + 3t2

olsun.
Bu   hareketlinin   bafllang›çtan    (t = 0 an›ndan)    itibaren  ilk  2  saniyede

ald›¤› yol  , s(2) = 20 . 2 + 3 . 22 = 52 m,   ilk 10  saniyede  ald›¤›  yol,
s(10) = 20 . 10 + 3 . 102 = 500 m.  dir.

Bu   hareketlinin   2' inci saniye  ile  10' ncu  saniye  aras›nda  ald›¤›  yol
s(10)  -  s(2)  =  500  -  52  =  448 m. dir.   Buna   göre,   s   yol   fonksiyonunun
di¤er bir deyiflle hareketlinin   [2, 10 ] aral›¤›ndaki ortalama h›z›,

dir. Ayn› cismin [2, 3 ] aral›¤›ndaki ortalama h›z›,

s (3) - s (2)
3 - 2

 = 87 - 52
1

 = 35 m/sn  ,

 
s (10) - s (2)

10 - 2
 = 500 - 52

8
 = 56 m/sn

t = 0 t = 2 t = 10

 
f (x 2) - f (x 1)

x 2
 - x 1

 

C (110) - C (100)
10

 = 47,5 Milyon TL / mal birimi 
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[2, 2,5 ] aral›¤›ndaki ortalama h›z› ise,

dir. fiimdi bu cismin tam 2' inci saniyede radara girdi¤ini düflünelim. Acaba bu

anda yani tam 2-inci saniyede cismin h›z› nedir?

Bu soruya cevap vermek için

ortalama h›zdan yararlanal›m.

Zamana   t = 2   an›ndan itibaren

h ile gösterdi¤imiz (küçük)  bir

art›fl  verelim  ve [2, 2 + h] aral›-

¤›ndaki ortalama h›z› bulal›m.

s (2 + h) = 20 (2 + h) + 3 (2 + h)2

= 40 + 20 . h + 12 + 12 h + 3 h2

= 52 + 32 . h + 3 h2

s (2) = 52 m oldu¤undan

dir.
Buna göre s fonksiyonunun  [2, 2 + h] aral›¤›ndaki ortalama  h›z›  32 + 3 h

m/sn  dir. Bu h›z›n  h Æ 0   için (varsa) limitini,  hareketlinin  t =2  an›ndaki h›z›
olarak almak oldukça akla yak›n görünmektedir. ‹flte, varl›¤› halinde, bu limit
de¤ere cismin  t = 2  an›ndaki anl›k (de¤iflme) h›z› veya k›saca anl›k h›z›
denir. Bu durumda  t = 2  an›ndaki anl›k h›z,

dir.
Bu örnekte anl›k h›z olan bu limit de¤er, benzer problemlerde te¤et e¤imi, mar-

jinal maliyet, marjinal gelir gibi anlamlar tafl›r. Bu anl›k (de¤iflme) h›zlar›n›n
genel  ad›  türevdir. Örne¤in yukar›da buldu¤umuz 32 de¤eri  s (t) = 20t + 3t2

fonksiyonunun  t = 2  noktas›ndaki türevidir.
Türevin kesin tan›m›n› vermeden önce bir konuya aç›kl›k getirelim. Uy-

gulamada karfl›lafl›lan fonksiyonlar›n tan›m kümeleri genellikle bir aral›kt›r. Baz›
özel durumlarda da sonlu tane aral›¤›n ayr›k birleflimi biçimindedir. Bu neden-
le, tan›m kümesi bir aral›k olan fonksiyonlar›n türevlerini inceleleyece¤iz.

s (2 + h) - s (2)
(2 + h) - 2

lim
h Æ 0

 = 32 + 3 . hlim
h Æ 0

 = 32 m/sn 

s (2 + h) - s (2)
(2 + h) - 2

 = 52 + 32 . h + 3 . h2 - 52
h

 = 32 + 3h m/sn 

t = 0 t = 2 t = 10

s (2,5) - s (2)
2,5 - 2

 =
68,75 - 52

0,5
 = 33,5 m/sn
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TÜREV  KAVRAMI
f : [a, b ] Æ R fonksiyonu  ve   x0 Œ (a, b) verilsin.   x ≠ x0 ve  x Œ [a, b ]  ol-
mak üzere

oran›na f fonksiyonunun [x0, x ]  (veya [x, x0 ] )  aral›¤›nda ortalama h›z›, x Æ x0
için  ortalama h›z›n varsa limitine de  f fonksiyonunun x0 noktas›ndaki türevi
denir ve

biçiminde gösterilir. Buna göre,

dir.
E¤er  f ' (x0)  varsa,  f fonksiyonuna x0 noktas›nda türevlenebilir fonksi-

yon denir.
Türev  tan›m›nda x0 noktas›n›  [a, b ]  aral›¤›n›n bir iç noktas› alm›flt›k. [a, b ]

aral›¤›n›n uç noktalar›nda türev flu flekilde tan›mlan›r.
E¤er x0 = a ise  x ba¤›ms›z de¤iflkeninin a ya, a dan küçük de¤erlerle (sol-

dan) yaklaflmas› mümkün olmad›¤›ndan

f (x ) - f (a)
x - a

lim
x Æ a +

 
f ' (x0) =

f (x) - f (x0)
x - x0

lim
x Æ x0

 

f ' (x 0)   ,
df (x 0)

dx
   ,

dy
dx

 
 x = x 0

 

 
f (x ) - f (x 0)

x - x 0
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Yandaki flekilde, x in x0 a
yaklaflmas› durumunda e¤ri
üzerindeki  x ve x0 apsisli nokta-
lardan geçen kesenlerin hareketlerini
inceleyiniz. Yukar›daki limitin varl›¤›
halinde bu kesenlerin belli bir
do¤ruya "yaklaflt›¤›n›" görmeye
çal›fl›n›z. Bu do¤ruya te¤et
dedi¤imizi hat›rlay›n›z.

Şekil 6.2

y

x

y

x
a x0 x b

x Æ x0
x > x0

a x x0 b

x Æ x0
x < x0y

x
a x x0 b
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sa¤dan limiti varsa, bu limite  f fonksiyonun  a noktas›ndaki türevi diyece¤iz.
Benzer flekilde

soldan limiti varsa, bu limit de¤ere de  f fonksiyonunun  b noktas›ndaki türevi
diyece¤iz.
f fonksiyonunun  [a, b ]  aral›¤›n›n  her  noktas›nda  türevi  varsa, bu  durumda
f  fonksiyonuna  [a, b ]  aral›¤› üzerinde türevlenebilir fonksiyondur veya k›saca
türevlenebilir fonksiyondur denir.

f : R Æ R , f (x) = x2 + 3x - 4 fonksiyonunun  [2, 5] aral›¤›nda ortalama
h›z›n› ve  x = 2  noktas›ndaki türevini bulal›m.

f (2) = 22 + 3 . 2 - 4 = 6
f (5) = 52 + 3 . 5 - 4 = 36

Buna göre fonksiyonun  [2, 5]  aral›¤›n-
da ortalama h›z› 10 dur.
fiimdi  f fonksiyonunun  x = 2  nokta-
s›ndaki türevini araflt›ral›m:

O halde f ' (2) = 7  dir.

Ba¤›ms›z  de¤iflken x0 dan x e de¤iflti¤inde; de¤iflme miktar›  x - x0 d›r. Bu
de¤er  genellikle   ∆x (delta x)  ile gösterilir.  x > x0 ise   ∆x > 0,  x < x0 ise
∆x < 0  olaca¤› aç›kt›r. Her iki durumda da ∆x e  x in artma miktar› denir.

x - x0 = ∆x ise  x = x0 + ∆x ve  x Æ x0 için   ∆x Æ 0  olaca¤›ndan var-
l›¤› halinde f ' (x0)  türevi flu flekilde de tan›mlanabilir:

Burada, f (x) - f (x0) = f (x0 + ∆x) - f (x0) = ∆y dersek,

olur.

Buna göre türev, ba¤›ms›z de¤iflkene verilen bir artmaya karfl›l›k, fonksiyonun

ald›¤› artman›n, de¤iflkenin ald›¤› artmaya oran›n›n, ba¤›ms›z de¤iflkene verilen

 f ' x0  =  
∆y
∆x

lim
∆x Æ 0

 

 f '  x0  =  
f x0 + ∆x  - f x0

∆x
lim

∆x Æ 0
 

f (x ) - f (2)
x - 2

lim
x Æ 2

  =
x 2 + 3x - 4 - 2 2 + 3 . 2 - 4

x - 2
 lim

x Æ 2
 

= x 2 + 3x - 10
x - 2

 lim
x Æ 2

  =
(x - 2) (x + 5)

x - 2
 lim

x Æ 2
 
= (x + 5) = 7lim

x Æ 2

 
f (5) - f (2)

5 - 2
 = 36 - 6

3
 = 10

f (x ) - f (b )
x - b

lim
x Æ b -
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Şekil 6.3
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artman›n s›f›ra yaklaflmas› halinde varsa limitidir. Yani türev, x ba¤›ms›z de¤iflke-

nine verilen ∆x artmas›na karfl›l›k fonksiyonun ald›¤› artma  ∆y olmak üzere,

oran›n›n ∆x Æ 0  için varsa limitidir.

f : R Æ R , f (x) = c sabit fonksiyonunun bir x0 Œ R noktas›nda türevini
araflt›ral›m.

oldu¤undan   f ' (x0) = 0 bulunur. Burada x0 keyfi seçildi¤inden her  x Œ R için
f ' (x) = 0  d›r  diyebiliriz.

f (x) = c ise  her   x Œ R için  f ' (x) = 0  d›r. Sabit fonksiyonun her nokta-
da türevi vard›r ve s›f›rd›r.

f : R Æ R ,  f (x) = x birim  fonksiyonunun  bir  x0 Œ R noktas›nda varsa
türevini bulal›m.

∆y = f (x0 + ∆x) - f (x0) = (x0 + ∆x) - x0 = ∆x oldu¤undan

f ' (x0) = 1 bulunur. Burada da x0 keyfi seçildi¤inden her x Œ R için f ' (x) = 1  dir.

f (x) = x birim fonksiyonunun her noktada türevi vard›r ve 1 e eflittir.

f : R Æ R ,  f (x) = |x| fonksiyonunun  x = 0  noktas›nda varsa türevini
bulal›m.

burada  ∆x > 0  ise  |∆x| = ∆x,  ∆x < 0  ise  |∆x| = - ∆x oldu¤undan

dir. Buna göre 

limiti yoktur. Dolay›s›yla f (x) = |x|  fonksiyonunun  x = 0  noktas›nda türevi
yoktur.

 ∆x
∆x

 lim
∆x Æ 0

 ∆x
∆x

 =
∆x
∆x

 = 1lim
∆x Æ 0+

lim
∆x Æ 0+

 

 
 ∆x
∆x

 =
-∆x
∆x

 = -1lim
∆x Æ 0-

lim
∆x Æ 0-

 

f (x + ∆x ) - f (0)
∆x

 =
 0 + ∆x  -  0

∆x
lim

∆x Æ 0
 =

 ∆x
∆x

 ,lim
∆x Æ 0

lim
∆x Æ 0

 

 
f ' x 0  =  

∆x
∆x

 = 1 ,lim
∆x Æ 0

 

f x 0 + ∆x  - f x 0

∆x
 = c - c

∆x
 = 0lim

∆x Æ 0
lim

∆x Æ 0
 

∆y
∆x
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Şekil 6.5

Şekil 6.4

y

y = |x|

x

y y

x x

c > 0 c > 0
c c

x0 x0 + ∆x
∆x > 0

x0x0 + ∆x
∆x < 0

Sabit fonksiyonun her noktada
türevi vard›r ve s›f›rd›r.

f (x) = x birim fonksiyonunun her
noktada türevi vard›r ve 1 e eflittir.



f : R Æ R, f (x) = |x| fonksiyonunun  x = -2  noktas›ndaki  türevinin  -1,
x = 3  noktas›ndaki türevinin  1  oldu¤unu gösteriniz.

f (x) = |x|  fonksiyonunun sadece  x = 0  noktas›nda türevi yoktur. Bunun d›-
fl›nda her noktada türevi vard›r. Fonksiyonun grafi¤ine dikkat ederseniz (0, 0)
noktas› bir "köfle" noktad›r.

Bir fonksiyonun bir noktada türevlenebilir olmas›yla bu noktadaki süreklili¤i
aras›nda yak›n bir iliflki vard›r.

f : [a, b ] Æ R fonksiyonunun bir x0 Œ [a, b ]  noktas›nda türevi varsa,  f fonk-
siyonu  x0 noktas›nda süreklidir. Ancak bunun karfl›t› her zaman do¤ru de¤ildir.
Bir fonksiyon bir noktada sürekli oldu¤u halde bu noktada türevi olmayabilir. Ör-
ne¤in  f (x) = |x|  fonksiyonu x = 0  noktas›nda süreklidir. Yukar›da gördü¤ümüz
gibi bu noktada türevi yoktur.

Afla¤›daki grafiklerde verilen x0 noktalar›nda fonksiyonlar›n türevleri yoktur.
Bu noktalarda baz› fonksiyonlar›n sürekli olmad›¤›na, baz›lar›nda da grafi¤in
çeflitli biçimlerde "uç" veya "köfle" oluflturdu¤una dikkat ediniz.
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Şekil 6.6

Bir fonksiyon bir noktada sürekli
de¤ilse, bu noktada türevi yoktur.

Şekil 6.7
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f : [0, •) Æ R ,  fonksiyonunun  x = 0  noktas›nda varsa türevi-
ni bulal›m.

burada ∆x > 0 oldu¤undan limit •
olur. Bu limit sonlu bir de¤er olmad›-

¤›ndan x = 0 da türev yoktur. Bunun-

la beraber bu  limitin • olmas› bu

noktada, yandaki grafikte görüldü¤ü

gibi, düfley bir te¤etin varl›¤›n› ifade

eder.

1. f : R Æ R,  f (x) = -2x + 3  fonksiyonunun bir x0 Œ R noktas›ndaki türevini
bulunuz.
2. f : R Æ R,  f (x) = x 2 + 4  fonksiyonunun  x = 0   ve x = -1 noktalar›nda tü-
revini bulunuz.

TÜREV KURALLARI
Yukar›daki örneklerden k›smen de olsa gördü¤ümüz gibi bir fonksiyonun türevi-
ni, türevin tan›m›n› kullanarak hesaplamak bazen uzun ve yorucu ifllemler gerek-
tirebilir. Bu konuda türev kurallar› diyebilece¤imiz baz› özellikler, bize yard›mc›
olmaktad›r.

f : [a, b ] Æ R,  g : [a, b ] Æ R

fonksiyonlar›n›n bir  x0 Œ [a, b ]  noktas›nda türevleri olsun. Bu durumda,

Kural 1: f + g : [a, b ] Æ R, (f + g) (x) = f (x) + g (x)  fonksiyonunun x0 nokta-
s›nda türevi vard›r ve

d›r.
Türevlenebilir iki fonksiyonun toplam›n›n türevi, fonksiyonlar›n türevlerinin

toplam›na eflittir.

( f + g)' (x0) = f ' (x0) + g' (x0)

lim
∆x Æ 0

f (0 + ∆x ) - f (0)
∆x

 = lim
∆x Æ 0

∆x  - 0
∆x

 
= lim

∆x Æ 0
1
∆x 

 = •
 

 f (x ) = x  
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h : R Æ R ,  h (x) = x + 10 fonksiyonunun  bir  x Œ R noktas›nda türevini
bulal›m.

h : R Æ R, h (x) = x + 10  fonksiyonunu f : R Æ R,  f (x) = x birim fonksiyonu
ile  g : R Æ R,   g (x) = 10   sabit  fonksiyonunun toplam› olarak düflünebiliriz. 
Birim fonksiyonun ve sabit fonksiyonun her noktada türevi oldu¤undan  h  fonk-
siyonunun her noktada türevi vard›r.

h (x) = f (x) + g (x)   oldu¤undan   h' (x0) = f ' (x0)  +  g' (x0)   d›r.

f ' (x0) = (x)' = 1,  g' (x0) = (10)' = 0   oldu¤undan

h' (x0) = 1 + 0 = 1   dir.

O halde f (x) = x + 10  ise her  x Œ R için  f ' (x) = 1  dir.

Kural 2:  f . g : [a, b ] Æ R ,  (f . g) (x) = f (x ) . g (x)   fonksiyonunun x0 nok-
tas›nda türevi vard›r ve

d›r.

h : R Æ R , h (x) = x2 fonksiyonunun   bir   x Œ R noktas›nda  türevi-
ni bulal›m.

h : R Æ R,  f (x) = x2 fonksiyonu  f (x) = x olmak üzere,  h (x) = f (x) . f (x)
biçiminde düflünülebilir. Buna göre,

h' (x0) = f ' (x0) . f (x0) + f (x0) . f ' (x0)

d›r. f ' (x0) = 1 oldu¤undan

h' (x0) =1 . x0 + x0 . 1 = 2x0

d›r. x0 keyfi oldu¤undan  f (x) = x2 ise her  x Œ R için  f ' (x) = 2x tir diyebi-
liriz. Kural 2 de, özel olarak g (x) = c sabit fonksiyonu al›n›rsa, sabit fonksiyonun
türevi s›f›r oldu¤undan

(c f )' (x0) = c f ' (x0)

olur. Yani  bir fonksiyonun bir sabit ile çarp›m›n›n türevi, fonksiyonun türevinin
bu sabit ile çarp›m›na eflittir.
f (x) = 8x + 13   fonksiyonunun  türevini  türev  kurallar› yard›m›yla kolayca bu-
labiliriz.

f (x) = 8x + 13  ise her  x Œ R için  f ' (x)  =  (8x)' + (13)' = 8 . (x)' + 0
=  8 . 1 = 8

Bu durumda  y = f (x) = 8x + 13  dersek  
dy
dx

 = 8   veya y ' = 8   yaz›l›r.

( f . g)' (x0)  = f ' (x0) . g (x0)  + g' (x0) . f (x0)
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f : R Æ R , f (x) = 3x2 + 6x - 7 fonksiyonunun bir   x Œ R noktas›nda tü-
revini bulal›m.

f (x) = 3x2 + 6x - 7   ise

f ' (x) = (3x2)' + (6x)' + (-7)' =  3(x2)' + 6(x)' + 0
=  3 . 2x + 6 . 1 = 6x + 6

y = 3x2 + 6x - 7 dersek  

f ' (x) = 6x + 6 yaz›l›r.

Afla¤›daki fonksiyonlar›n türevlerini bulunuz.

1. 2.

3. 4.

Kural 3: c1 , c2 Œ R ,   olmak üzere

c1 f + c2 g : [a, b ] Æ R ,  (c1 f  + c2 g) (x) = c1 f (x) + c2 g (x)

fonksiyonunun  x0 noktas›nda türevi vard›r ve

(c1 f + c2 g)' (x0 ) = c1 f ' (x0 ) + c2 g' (x0 )

d›r. Burada özel olarak  c0 = 1,  c0 = - 1  al›n›rsa

( f - g)' (x0 ) = f ' (x0 ) - g' (x0 )

sonucu elde edilir.

Kural 4: Her x Œ [a, b ]  için g (x) ≠ 0 olmak üzere,

fonksiyonunun  x0 noktas›nda türevi vard›r ve

d›r. Özel olarak  f (x) = 1  sabit fonksiyonu olursa,

sonucu elde edilir.

 1
g

'
 x0  =

- g ' x0

g 2 x0
 

 fg 
'
 x0  =

 f  ' x0  g x0  - g ' x0   f x0  

g 2 x0

 

 fg : a, b  Æ R ,  fg  x  =
f (x )
g (x )

 

 
dy
dx

 = 6x + 6   veya y ' = 6x + 6  veya
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f  (x ) = - 4x + 2 g  (x ) = x 2 + 3x - 1
 
 
k  (x ) = 3 x - 1

2
 l  (x ) = x

5
 - x 2
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Bölümün türevi türevler bölümüne
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f : R Æ R , 

fonksiyonunun  x Œ R noktas›nda türevini bulal›m.

olur.

Kural 5: f : (0, •) Æ R,  f (x) = x r ,  r Œ R fonksiyonunun bir  x Œ (0, •)  nok-
tas›ndaki türevi

f ' (x) = r x r -1

dir.

f (x) = xr ise f ' (x) = rx r -1,  x > 0, r Œ R

f : (0, •) Æ R , ise  f ' (x) = ?

 

f ' x  = x 1/3 ' = 1
3
 x 1/3-1 = 1

3
 x -2/3 = 1

3
 1

x 2/3

 

= 1

3 x 23  

 

 f (x ) = x
3  

 

 

f ' (x ) =
2x + 1 ' x 2 + 3  - x 2 + 3 ' 2x + 1

x 2 + 3
2

 

 
 

       =
2 . x 2 + 3  - 2x 2x + 1

x 2 + 3
2

  = 2x 2 + 6 - 4x 2 - 2x

x 2 + 3
2

 
 

       = -2x 2 - 2x + 6

x 2 + 3
2

 
 

y = 2x + 1
x 2 + 3

     dersek,
dy
dx

 = -2x 2 - 2x + 6

x 2 + 3
2

f (x ) = 2x + 1
x 2 + 3
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ise   f ' (-1) = ?

f ' (-1)  say›s›n›  bulmak  için önce  f ' (x)   türevini  bulup daha sonra x yerine
-1 yazmak yeterlidir.

ise  f ' (x) = ?

I. YOL

II. YOL

yazabiliriz. Buna göre, 

bulunur.

fiimdi ünite giriflinde ele ald›¤›m›z

toplam maliyet fonksiyonunun, çeflitli noktalardaki anl›k h›zlar›n›, di¤er bir deyifl-
le, türevlerini bulal›m.

dir.

C '  (x ) = 100 - 2x
4

 = 100 - x
2
 

C (x ) = 5000 + 100x - x 2

4
  ,    0 ≤ x  ≤ 300

 f ' (x ) = 9
2
 x 1/2 - 1

2
 x -1/2 

 

= 9
2
 x  - 1

2
 . 1

x
 

 f (x ) = x  3x - 1  = 3x  x  - x   = 3x 3/2 - x 1/2 

 f '  (x ) = x  ' 3x - 1  + 3x - 1 ' x  
 

= x 1/2 ' 3x - 1  + 3 . x   = 1
2
 x -1/2  3x - 1  + 3 x  

 

= 3
2
 x 1/2 - 1

2
 . x -1/2 + 3 x   = 3

2
 + 3  x  - 1

2
 . 1

x
 = 9

2
 x  - 1

2 x

 

f (x ) = x   (3x - 1)

 f '  (x ) =
6x 2x + 7  - 2 . 3x 2 + 5

2x + 7 2
 

 

= 12x 2 + 42x - 6x 2 - 10
2x + 7 2

  = 6x 2 + 42x - 10
2x + 7 2

  ,

 

 f '  (-1) =
6 -1 2 + 42 . (-1) - 10

2 (-1) + 7 2
  = 6 - 42 - 10

52
 = - 46

25
 

 
f (x ) = 3x 2 + 5

2x + 7
 

Türev Kural lar › 129

Ö R N E K  1 1

Ö R N E K  1 2



Ç
Ö

Z
Ü

M

Dikkat ederseniz C ' (100) pozitif

de¤er iken C ' (250)  negatif bir de-

¤erdir. Bunun anlam›, 100 birimlik

üretim miktar› civar›nda maliyet

yaklafl›k 50 Milyon TL/Mal Birimi h›z-

la artarken, 250 birimlik üretim mik-

tar› civar›nda maliyet yaklafl›k 25 Mil-

yon TL/Mal Birimi h›zla azalacak de-

mektir. Bu durumu fonksiyonun gra-

fi¤inden de görmek mümkündür.

Bir firma  x  milyar TL reklam harcamas› yapt›¤›nda
N (x) = -2,8x3 + 165x2 - 580x + 1900,  0 ≤ x ≤ 40
birim mal sataca¤›n› hesaplam›flt›r. Buna göre, x = 10 (milyar TL) nokta-
s›nda sat›lacak mal miktar›n›n anl›k de¤iflme h›z›n› bulal›m.

x = 10  noktas›ndaki anl›k h›z  N ' (10) oldu¤undan  N ' (10)  say›s›n› bulmam›z
gerekmektedir. Bunun için önce  N ' (x) i bulal›m.

N ' (x) = - 8,4x2 + 330x - 580
N ' (10) = - 8,4 . 100 + 330 . 10 - 580

= - 840 + 3300 - 580
= 1880

Buna göre, 10 milyar TL reklam harcamas› yap›ld›¤›nda sat›lacak mal miktar›n›n
art›fl h›z› 1880 dir.

C '  (100) = 100 - 100
2

 = 50  Milyon TL/Mal birimi,

 
C '  (250) = 100 - 250

2
 = -25  Milyon TL/Mal birimi

Türev Kural lar ›130

Ö R N E K  1 3

Şekil 6.9

Şekil 6.10

M

15000
14375

12500

100 200 250 300

x
9 10 11



Ç
Ö

Z
Ü

M

Kural 6: f : [a, b ] Æ R ,   g :  [c, d ] Æ R fonksiyonlar›  verilsin  ve    
f ( [a, b ] ) Ã [c, d ] olsun.  f fonksiyonunun  x0 Œ [a, b ] noktas›nda, g fonksi-
yonunun y0 = f (x0) Œ [c, d ]  noktas›nda türevi varsa, bu durumda

gof : [a, b ] Æ R,  (gof ) (x) = g ( f (x) )

bileflke fonksiyonunun x0 noktas›nda türevi vard›r ve

(gof )' (x0) = g' (f (x0) ) . f ' (x0)

dir. ‹fllem kolayl›¤› bak›m›ndan gof bileflke fonksiyonunda

y = (gof ) (x) = g (f (x) ) = g (u) ,   u = f (x)

dersek yukar›daki kural k›saca

fleklinde ifade edilebilir. Buna zincir kural› denir.

h : R Æ R, h (x) = (2x2 - x + 1)3 fonksiyonunun  x0 = 1  noktas›ndaki  tü-
revini bulal›m.

h fonksiyonunu,  R de tan›ml›

u = f (x) = 2x2 - x + 1   ve   g (u) = u3

fonksiyonlar›n›n bileflkesi olarak düflünebiliriz. Buna göre,

y = h (x) = (gof ) (x) = g (f (x)) = g (u) = u3 ,  u = 2x2 - x + 1

olur.

olur. Buradan

h' (1) = 3 (2 . 12 -  1 +1)2 (4 . 1 - 1) = 3 . 4 . 3 = 36

bulunur.

Zincir kural› yard›m›yla flu sonucu ifade edebiliriz.
f : [a, b ] Æ R+ türevi olan bir fonksiyon olmak üzere,

h : [a, b ] Æ R ,   h (x) = [ f (x) ] r ,   r Œ R

fonksiyonunun türevi

h' (x) = r [ f (x)](r -1) . f ' (x)

dir.

h' (x ) =
dy
du

 . du
dx

 = 3u 2 . (4x - 1) = 3 2x 2 - x + 1 2 4x - 1  

dy
dx

 =
dy
du

 . du
dx
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h (x) = [  f (x) ] r fi h' (x) = r [  f (x) ] r-1 .  f ' (x)

dir.

f : R Æ R , fonksiyonu verilsin.  f ' (-1) = ?

f (x) = (4x4 - 8x2 + 8)1/2

yaz›labilir. Yukar›da verdi¤imiz kurala göre,

bulunur.

fiimdi buraya kadar verdi¤imiz türev kurallar›n› toplu halde görelim.

 

f (x) = c , c Œ R   ise f ' (x) = 0
 
( f + g)' (x) = f ' (x) + g ' (x)
 
( f - g)' (x) = f ' (x) - g ' (x)
 
( f . g)' (x) = f ' (x)  . g (x) + g ' (x) . f (x)
 
( cf )' (x) = c  f ' (x)  , c Œ R 
 

 
f
g 

'
(x) =  

f (x)
g (x)

 
'
 =

f ' (x) g (x) - g ' (x) . f (x)

g2 (x)
 
 

 1g 
'
(x) =  1g 

'
(x) =

- g ' (x)

g2 (x)
 
 

( fog)' (x) =   f g (x)  ' = f '  g (x)  . g ' (x)
 
 

 xr ' = r x r - 1   , x > 0  , r Œ R
 
 

 f (x) ' = f ' (x)

2  f (x)
   , f (x) > 0

 
 

f (x)n ' = f ' (x)

n   f (x)  n - 1n 
   , n  çift  ise f (x) > 0

 
 

  f (x)  r ' = r  f (x)  r - 1 . f ' (x)  , f (x) > 0  , r Œ R

 

f ' (x ) = 1
2
 4x 4 - 8x 2 + 8

-1/2 16x 3 - 16x  

 

f ' (-1) = 1
2
 4 - 8 + 8 -1/2 -16 + 16  = 0

 f (x ) = 4x 4 - 8x 2 + 8 
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ise   f ' (6) = ?

ise   f ' (x) = ?

ise   f ' (x) = ?

f : [a, b ] Æ [c, d ]

fonksiyonu bire-bir, örten ve sürekli olsun. x0 Œ [a, b ]  noktas›nda  f fonksiyo-
nunun türevi var ve  f ' (x0) ≠ 0  olsun. Bu durumda

f -1 : [c, d ] Æ [a, b ]

f ' (x ) =
 3x - 1
2x + 5

 
'

2
 3x - 1

2x + 5

 =

 3 (2x + 5) - 2 (3x - 1)

(2x + 5)2
 

2
 3x - 1

2x + 5
 
 

=

17

(2x + 5)2

2
 3x - 1

2x + 5

 = 17

2 (2x + 5)3/2 3x - 1
 

 f (x ) = 3x - 1
2x + 5

 

 f ' (x ) = 3  x
x + 1

 
2
  x

x + 1
 '

 

= 3  x
x + 1

 
2
  .

1 . (x + 1) - 1 . x

(x + 1)2

 

= 3x 2

(x + 1)4

 

 
f (x ) = x

x + 1
3
 

 

f ' ( x ) =
( 3x )' x - 2 -  x - 2  ' 3x

 x - 2  2

 

=
3 x - 2  - 1

2 x - 2
 . 3x

x - 2
 

= 6 (x - 2) - 3x

2 . (x - 2) x - 2
 = 3x - 12

2 . (x - 2) x - 2
 

f ' (6) = 3 . 6 - 12
2 . (6 - 2) 6 - 2

 = 6
2 . 4 . 2

 = 3
8
 

  

 f (x ) = 3x
x - 2
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ters fonksiyonunun  y0 =  f (x0 ) Œ [c, d ]  noktas›nda türevi vard›r ve

d›r.

Örne¤in   f : (0, •) Æ (0, •) ,  f (x) = x2 fonksiyonunun  bir  x0 Œ (0, •)  nok-
tas›nda türevi vard›r ve  f ' (x0) = 2x0 ≠ 0  d›r.

Bu durumda,

fonksiyonunun   y0 =  f (x0) = noktas›nda türevi vard›r ve

d›r.

Bu sonucu  f -1 (y) = fonksiyonunun türevini alarak da bulabiliriz.

1. 2.

3. 4.

5. 6.

7. 8.

10.
9.

11.

y  

 f -1 ' (y 0) =
1

 f ' (x 0) 
 = 1

2x 0
 
= 1

2 y 0

 

x 0
2

 

 f  -1 : (0, •) Æ (0, •)  , f  -1 (y ) = y  

 f -1 ' ( y0) =
1

f ' (x0)
 = 1

f '   f  -1 (y0)
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 f (x ) = 1 - x
1 + x

  ise f  ' (4) = ?  f (x ) = x
3

 + 1
x  ise f  ' (-1) = ?

 f (x ) = (3 - 2x )4   ise f  ' (1) = ?  f (x ) = x 2 + 1
3

  ise f  ' (x ) = ?

 f (x ) = x 3 + 2x + 19
4

   ise f  ' (-1) = ?  f (x ) = 1
1 - x

   ise f  ' (-3) = ?

 f (x ) = 2x
x 2 + 4

    ise f  ' (x ) = ?  g (x ) = x - 1
x 2/3

    ise g ' (8) = ?

 k (x ) = x x + 1    ise k ' (x ) = ?  
h (x ) = 4

7
 x 7/4 - 5

3
 x -3/5

ise  h ' 1  = ?
 

 
m (x ) = (x -3 - x -2 - 2) (x 3 + x 2 + 2)
ise m ' (x ) = ?

S I R A  S ‹ Z D E  3



TE⁄ET DENKLEM‹
Baz› problemlerde karfl›m›za ç›kan fonksiyonlar›n ifadeleri oldukça karmafl›k ola-
bilir. Bunun sonucu olarak böyle fonksiyonlarla çal›flmak da zorlafl›r. Bu zorlu¤u
aflman›n yollar›ndan birisi bu karmafl›k fonksiyon yerine, kabul edilebilir bir ha-
tayla fonksiyona yak›n de¤erler alan bir polinom fonksiyon almakt›r. Böyle bir
polinom fonksiyonun varl›¤› ve varl›¤› halinde flekli ile ilgili sorunun genel anlam-
da cevab› bu kitab›n amac› d›fl›ndad›r. Biz bir özel durumu burada ele alaca¤›z.
Bu özel durum, fonksiyonun x1 gibi bir noktadaki de¤eri olarak, x1 e yeteri ka-
dar yak›n, uygun bir x0 noktas›nda e¤rinin te¤et do¤rusu üzerinde x1 apsisli nok-
tan›n ordinat›n›n al›nmas›d›r.

Biraz sonra görece¤imiz gibi, te¤etin denklemi, birinci dereceden polinom
fonksiyon (do¤rusal fonksiyon) oldu¤undan, aranan de¤erin daha kolay buluna-
ca¤› aç›kt›r. Örne¤in fonksiyonunun x1 = 40 noktas›ndaki de-
¤eri demektir. e¤risinin x0 = 36 apsisli noktas›ndaki te¤etinin denklemi
(bu denklemi daha sonra bulaca¤›z)

y = 1
12

 x + 3 dür. ‹flte 40  say›s›n›n bir yaklafl›k de¤eri olarak

 

y = 1
12

 40 + 3 = 19
3

 = 6,333...

 
alabiliriz.
 
40  @ 6,333...

y = x  
40  say›s› y = x  
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x

y

y = mx + n

x0 x1

x

y

36 40

y =  x
 

 

 y = 1
12

 x + 3 

19/3
40



Bu aç›klama ve örne¤e göre  te¤et
denklemi oldukça yararl› görünmektedir.
Ancak önce te¤et nedir sorusuna cevap
vermemiz gerekmektedir. Te¤et deyince
ço¤umuz  çemberin  te¤etini hat›rlar ve
e¤riyi yaln›z bir noktada kesen do¤ru ola-
rak düflünürüz. Ancak bu düflünce her za-
man do¤ru de¤ildir. Örne¤in; y - ekseni
(x = 0 do¤rusu)  y = x 2 parabolünü tek
noktada kesmesine karfl›l›k, parabolün te-
¤eti de¤ildir.

Te¤eti flu flekilde tan›mlayabiliriz. fiekil 6.14'te görüldü¤ü gibi y = f (x) fonksi-
yonunun grafi¤i olan e¤riyi ve bu e¤ri üzerinde sabit bir  T = (x0 , f (x0 )) nok-
tas›n›  ve bu e¤ri üzerinde T den farkl›  P = (x, f (x )) noktas›n› alal›m. Bu durum-
da TP keseninin e¤imi

olur. P noktas› e¤ri üzerinde T noktas›na yaklafl›rken (di¤er bir deyiflle  x Æ x0,
için) PT kesenleri belli bir limit konumuna yaklaflabilir,  e¤er  mTP e¤imlerinin
x Æ x0 için limiti varsa, yani

limiti varsa, PT kesenleri belirli bir limit konuma yaklafl›r. Bildi¤iniz gibi bu limit
f fonksiyonunun x0 noktas›ndaki türevidir. ‹flte bu limit yani  f ' (x0)  türevi var-
sa, f fonksiyonunun x0 noktas›nda te¤eti vard›r diyece¤iz. Buna göre te¤eti flöy-
le tan›mlayabiliriz.

(x0 ,  f (x0))  noktas›ndan geçen ve e¤imi  f ' (x0)  a eflit  olan  do¤ruya,

f  fonksiyonunun  (x0 ,  f (x0))  noktas›ndaki te¤eti denir.

 f (x ) - f (x 0)
x - x 0

lim
x Æ x 0

 

m TP =
 f (x ) - f (x 0)

x - x 0
 

Te¤et  Denklemi136

Şekil 6.14

Şekil 6.13

y

y = x2

x

T = ( x 0
, f (x 0)

 )

P = ( x , f (x) )

x0 x

•



(x0 , y0)   noktas›ndan  geçen  ve  e¤imi  m olan  do¤runun  denklemi 
y - y0 = m (x - x0)  idi.  Te¤et  için  bu  denklem de y0 =  f (x0) , m = f ' (x0)
oldu¤undan te¤etin denklemi,

y - f (x0 ) = f ' (x0 ) (x - x0)

olur.
Örne¤in,  f : (0, •) Æ R , fonksiyonunun grafi¤inin,  x0 = 36  ap-

sisli noktas›ndaki te¤etinin denklemini bulal›m. "Bu te¤etin yukar›da sözünü etti-
¤imiz te¤et oldu¤una dikkat ediniz".

bulunur.

1.

2.

Bir ekonomist için belirli bir miktar mal üretildi¤inde bu mal›n toplam maliye-
tini bilmek kadar; herhangi bir üretim miktar›nda maliyetin de¤iflim h›z›n› bilmek
de önemlidir.

Örne¤in bir mal›n toplam maliyet fonksiyonu, x mal miktar›, C (x ) Milyon TL
olmak üzere

olsun. Bu maldan 16 birim mal üretildikten sonraki 17-inci mal›n maliyeti,

dir. Buna karfl›l›k, 49 birim mal üretildikten sonraki 50-nci mal›n maliyeti

C (17) - C (16) = 0,2 . 17 + 10 17  + 1000 - (0,2 . 16 + 10 16  + 1000)

@ 0,2 + 10 . 4,123 - 4 . 10

@ 1,43 Milyon TL

 C (x ) = 0,2x + 10 x  + 1000  ,  0 ≤ x  ≤ 100

 

f (x 0) = f (36) = 36  = 6 , f ' (x ) = 1
2 x

  oldu¤undan

 
   f ' (36) = 1

2 36
 = 1

12
  dir. Buna göre,

 
   y - 6 = 1

12
 (x - 36)

 
   y = 1

12
 x - 3 + 6

 
   y = 1

12
 x + 3

 f (x ) = x  
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      y = 4 - x 2   e¤risinin x = 3  apsisli noktas›ndaki te¤etinin denklemini
 
bulunuz.
 
 
 y = 1

x  e¤risinin x = 1
2
  apsisli noktas›ndaki te¤etinin denklemini bulunuz.

S I R A  S ‹ Z D E  4
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dir.
Gördü¤ünüz gibi maliyetin 16 noktas›ndaki ortalama art›fl h›z›yla 49 noktas›n-

daki ortalama art›fl h›z› birbirinden farkl›d›r. Do¤al olarak, bu noktalardaki anl›k
h›zlar›n da farkl› olmas› beklenir. ‹flte toplam maliyet fonksiyonunun bir  x0 nok-
tas›ndaki anl›k (de¤iflim) h›z›na, di¤er bir deyiflle x0 noktas›ndaki türevine, bu
mal›n x0 noktas›ndaki marjinal maliyeti denir.

Marjinal  maliyet, x0 apsisli noktadaki te¤etin e¤imi oldu¤undan  (x0 + 1)  in-
ci  mal›n yaklafl›k maliyetini ifade eder. Bu durumu afla¤›daki flekilden aç›kça
görebiliriz.

Yukar›daki flekle göre,
PA = QB = C (x0)  ,  (x0 birim mal›n maliyeti)
DB = C (x0 + 1)  ,  (x0 + 1 birim mal›n maliyeti)
DQ = DB - QB = C (x0 + 1) - C ( x0 )  ,  (( x0 + 1) - inci mal›n maliyeti)
QP = (x0 + 1) - x0 = 1
EQ = C ' (x0 )  ,  (x0 noktas›ndaki marjinal maliyet)
C ' (x0 ) = EQ @ DQ = C (x0 + 1) - C (x0 )

toplam maliyet fonksiyonunun

x = 16  ve  x = 49 noktalar›nda marjinal maliyetini bulal›m.

Marjinal  maliyet,  toplam  maliyet  fonksiyonunun türevi oldu¤undan C ' (16) ve
C ' (49)  de¤erlerini bulmam›z gerekiyor.

C  ' (x ) = 0,2 + 10
2 x

 = 0,2 + 5
x

 

 
C ' (16) = 0,2 + 5

16
 = 0,2 + 5

4
 = 1,45

 
C ' (49) = 0,2 + 5

49
 = 0,2 + 5

7
 = 0,91

C (x ) = 0,2x + 10 x  + 1000   ,   0 ≤ x  ≤ 100

 

C (50) - C (49) = 0,2 . 50 + 10 50  + 1000 - (0,2 . 49 + 10 49  + 1000)
 
  @ 0,2 + 10 . 7,07 - 10 . 7
 
  @ 0,9 Milyon TL
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Gördü¤ünüz gibi C ' (16) de¤eri yukar›da buldu¤unuz 17 -inci mal›n maliyeti-
ne, C ' (49) de¤eri de 50 'inci mal›n maliyetine yak›n bir de¤erdir. Bu nedenle

C ' (16) @ 17 ' inci mal›n maliyeti
C ' (49) @ 50 ' inci mal›n maliyeti

diyebiliriz.
Bir mal›n gelir fonksiyonunun bir noktadaki türevine, bu mal›n bu noktadaki

marjinal geliri denir.  Bir x0 noktas›ndaki marjinal gelir de  (x0 + 1) -inci mal›n
sat›fl›ndan elde edilen gelirin bir yaklafl›k de¤erini ifade eder.

Bir mal›n gelir fonksiyonu x mal miktar›, R (x) Milyon TL olmak üzere

dir. Bu mal›n  x = 1000  noktas›ndaki marjinal gelirini bulal›m.

dir.

YÜKSEK MERTEBEDEN TÜREVLER
f : [a, b ] Æ R fonksiyonu  [a, b ]  üzerinde türevlenebilirse,  [a, b ]  aral›¤› üze-

rinde tan›mlanan ve her  x Œ [a, b ]  say›s›n›   f fonksiyonunun x noktas›ndaki

türevine gönderen fonksiyona f nin türev fonksiyonu denir ve  f ' ile gösterilir.

Buna göre,

f ' : [a, b ] Æ R , x Æ f ' (x)

dir.

E¤er  f ' fonksiyonunun bir  x0 Œ [a, b ]  noktas›nda türevi varsa, bu türeve  f

fonksiyonunun x0 noktas›nda ikinci mertebeden türevi denir ve

biçiminde gösterilir.

f fonksiyonunun her  x Œ [a, b ]  noktas›nda ikinci mertebeden türevi varsa,

f " : [a , b ] Æ R ,  x Æ f " (x )

fonksiyonuna  f nin ikinci mertebeden türev fonksiyonu denir.  f " fonksiyonunun

bir   x0 Œ [a, b ] noktas›ndaki  türevine  f fonksiyonunun  x0 noktas›ndaki üçün-

cü mertebeden türevi denir ve

 f '' (x 0 )    ,
d 2y

dx 2
 
x = x 0

    , d 2 f (x 0)

dx 2
 

R ' (x ) = 13 - x
400

 
 
R ' (1000) = 13 - 1000

400
 = 10,5

R (x ) = 13x - x 2

800
   ,   0 ≤ x  ≤ 5000
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biçiminde gösterilir.

Bu flekilde devam ederek n Œ N olmak üzere  f fonksiyonunun n -inci mer-

tebeden türevi tan›mlanabilir.  f fonksiyonunun bir  x0 noktas›ndaki  n -inci mer-

tebeden türevi

biçiminde gösterilir.

f : R Æ R ,  ise  f v› (x) = ?

f ' (x) = 2x3 - 15x2 + 6 f ›v (x) = 12

f '' (x) = 6x2 - 30x f v (x) = 0

f ''' (x) = 12x - 30 f v› (x) = 0

f : R \ {0} Æ R , ise  f ›v (x) = ?

olur.

1. 

2.

3.

4.

 

 f (x ) = 1
x = x -1   oldu¤undan

 
 f ' (x ) = - x -2 = - 1

x 2
 

 
 f '' (x ) = 2x -3 = 2

x 3
 

 
 f ''' (x ) = -6x -4 = -6

x 4
 

 
 f ›v (x ) = 24x -5 = 24

x 5
 

 f (x ) = 1
x
 

f (x ) = 1
2
 x 4 - 5x 3 + 6x - 4

 f 
 n  x 0      , d n f (x 0)

dx n
     , d n y

dx n
 
x = x 0

 

 f  ''' (x 0 )     , d 3 f (x 0)

dx 3
     , d 3y

dx 3
 
x = x

 0
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S I R A  S ‹ Z D E  5
 f (x ) = x     ise f ''' (x ) = ?
 
 g (x ) = x 4 - 5x + 6   ise g (6)(x ) = ?
 

 h (x ) = x
3  

   ise   h ''' (8) = ?
 

 k (x ) = 2x + 1
x + 2

  ise k '' (1) = ?



Kendimizi S›nayal›m
1.  f (x) = x 2 - 3x fonksiyonun  [-1, 3]  aral›¤›ndaki orta-

lama h›z› nedir?
a. -1
b. 0

c.

d. 1
e. 2

2. 

3. 

a. -4
b. -2
c. 2
d. 4
e. 10

4. ise  f ' (x)  fonksiyonu afla¤›daki-

lerden hangisidir?

5.  f (x) = (2x - 1)6 (5x - 7) fonksiyonu için f ' (0) de¤eri
kaçt›r?

a. 89

b. 60

c. 47

d. -47

e. -60

6. ise f ' (2) de¤eri kaçt›r?

7. ise  f ' (64) de¤eri kaçt›r?

8. e¤risinin x = 8 noktas›ndaki te¤etinin

denklemi afla¤›dakilerden hangisidir?
a. 12y - x = 16
b. y - 12x = 16
c. 3x - 4y = 16
d. 3y - x = -2
e. 12y - x = 94

9. ise  f ''' (2) türev de¤eri kaçt›r?

a. -6
b. -2
c. 2
d. 4
e. 6

10. x mal miktar› olmak üzere, bir mal›n milyon TL

cinsinden toplam maliyet fonksiyonu,

dir. Buna göre 37. mal›n yaklafl›k maliyeti kaç milyon

TL'dir?
a. 43
b. 45
c. 5000
d. 7340
e. 7384

C (x ) = 25x + 240 x  + 5000

f  (x ) = 1
1 - x

 

f (x ) = x
3  

 

a. 11
192

 
b. 13

192
 
c. 7

48
 
d. 7

16
 
e. 7

12

 f (x ) = x  - 4

x
3

 

a. 1
5
 

 
b. 2

5
 

 
c. 1
 
d. 5

2
 

 
e. 5

 

f (x ) = 3x 2 - 7x + 1
5

 

a. 3
2
 x  - 3

2 x
 - 6

 

b. 3
2
 x  - 3

2 x
 - 6

x x
 

 

c. 3x 2 + 3x + 6
2x x

 

 
d. 2x + 3  2 x  
 

e. 2x + 3
x

 

 

 f (x ) = x 2 + 3x - 6
x

 

f (x ) =  x
1 - x

 2  ise f '' (2)  de¤eri kaçt›r?

a.  - 243
4

 
b.  - 27

4
 
c. 27

4
 
d. 621

4
 
e.   162

f (x ) = x  1 - x  3   ise f ' (4)   de¤eri kaçt›r?

1
2
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11. x mal miktar› olmak üzere, bir mal›n milyon TL
cinsinden gelir fonksiyonu,

verilsin. Buna göre, x = 2500 noktas›nda marjinal gelir
kaçt›r?

a. 13
b. 12
c. 11
d. 10
e. 5

Biraz Daha Düflünelim
1.

2.

3.

 R (x ) = 18x - x 2

1000
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 f (x ) = x x  + 6
3x - 1

   ise f ' (1) de¤eri kaçt›r?

 
 

 g (x ) = 3x 2 - 7x - 4
4

   ise g ' (4) de¤eri kaçt›r?
 
 
 h (x ) = x + x    ise   h' (2) de¤eri kaçt›r?

Gottfried Wilhelm Von Leibniz

(1646 - 1716)
Diferansiyel ve integral hesab›n kurucular›n-
dan biri olan ünlü matematikçi, ayn› zamanda
hukuk, siyaset, tarih, mant›k gibi bir çok alan-
da düflünce üreten evrensel deha.
"Bende o kadar fikir var ki, flayet benden daha
iyi görmesini bilenler bir gün onlar› derinleflti-
recek ve benim zihin eme¤ime kendi kafalar›-
n›n güzelli¤ini katacak olurlarsa, sonralar› bel-
ki bir ifle yarayabilir."

G. LEIBNIZ

"Do¤an›n bütün olaylar› birkaç de¤iflmeyen
kanunun matematik sonuçlar›d›r."

P. S. LAPLACE


