
Amaçlar
Bu üniteyi çal›flt›ktan sonra; 

fonksiyonlar›n artan ve azalan oldu¤u aral›klar› bularak gelirin veya 
kâr›n yükseldi¤i veya düfltü¤ü aral›klar› belirleyecek,
fonksiyonun belirli bölgedeki en büyük ve en küçük de¤erlerini bulabilecek,
fonksiyonun grafi¤inin yükselifl biçimini belirleyebilecek,
fonksiyonun resmini, yani grafi¤ini, çizecek,
en düflük maliyet, en yüksek kâr elde etmek gibi minimum ve maksimum 
problemlerini çözebileceksiniz. 
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‹çindekiler
• Girifl
• Artan ve Azalan Fonksiyonlar
• Yerel Maksimum ve Yerel Minimum
• Bükeylik
• Grafik Çizimi
• Maksimum ve Minimum Problemleri

• Türev konusunu gözden geçiriniz. 
• Birinci ve ikinci mertebelerden türevlerin iflaretlerinin önemine dikkat

ediniz, bu amaçla denklem çözümü ve fonksiyonun iflaretinin nas›l in-
celendi¤ini iyi ö¤reniniz.

• Fonksiyonun grafi¤ine bakarak fonksiyonun davran›fl›n› anlamaya
çal›fl›n›z.

Girifl
Bu ünitede, türevin gerek matematik ve gerekse uygulamal› bilimler aç›s›ndan
önemli baz› uygulamalar›n› inceleyece¤iz. Bu amaçla baz› matematiksel kav-
ramlar› aç›klamadan önce flöyle bir problemi ele alal›m:

Bir   mal›n   kâr   fonksiyonu,   x   mal   miktar› olmak üzere 
K(x)  =  - 2x2 +  496x  -  1400 ,      0 ≤ x ≤ 200

olsun. fiimdi baz› üretim - sat›fl miktarlar›ndan elde edilecek kârlar› bulal›m.
K(110) = 28960 , K(120) = 29320
K(130) = 29280 , K(150) = 28000
Dikkat ederseniz sat›lan mal miktar› 110 birimden 120 birime ç›kt›¤›nda kâr

artarken, sat›lan mal miktar› 120' den 130' a ve devam ederek 150' ye ç›kt›¤›nda
elde edilen kâr azalmaktad›r. Bu gözleme göre flu sorular akla gelmektedir.
• Hangi sat›fl miktarlar›nda sat›fl artt›kça kâr artmaktad›r?
• En yüksek kâr hangi sat›fl miktar›nda sa¤lanabilir?

Bu ünitede bu ve benzeri sorulara cevap verebilmeye olanak sa¤layacak mate-
matiksel kavramlar› inceleyece¤iz.
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ARTAN VE AZALAN FONKS‹YONLAR
f : A Æ R fonksiyonu verilsin. E¤er  her x1 , x2 Œ A ve x1 < x2 için  f (x1) ≤  f (x2)
oluyorsa,  f fonksiyonuna   monoton   artan (veya  azalmayan),  x1 < x2 için
f (x1) < f (x2)  oluyorsa kesin artan fonksiyon denir.

Monoton artan (veya kesin artan) fonksiyonun grafi¤ine dikkatli bakt›¤›m›zda,
koordinat sisteminde sa¤a do¤ru ilerlerken grafi¤in yükseldi¤ini veya ayn› yük-
seklikte kald›¤›n› ancak hiçbir zaman düflmedi¤ini görürüz.

Benzer  flekilde,   her  x1 , x2 Œ A ve   x1 < x2 için   f (x1) ≥ f (x2)   ise   f
fonksiyonuna   monoton   azalan (veya  artmayan)   fonksiyon,  x1 < x2 için
f (x1) > f (x2)  ise  f fonksiyonuna kesin azalan fonksiyon denir.

Artan ve Azalan Fonksiyonlar 145

Şekil 7.1

Şekil 7.2

Şekil 7.3
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Monoton azalan (veya kesin azalan) fonksiyonun grafi¤inin de, sa¤a do¤ru
ilerledikçe yükselmedi¤ini görürüz.

Türevlenebilir bir fonksiyonun artan veya azalan olmas›yla türevinin iflareti
aras›nda yak›n bir iliflki vard›r.

f : [a, b] Æ R
fonksiyonu sürekli ve her  x Œ (a, b)  için türevi olan bir fonksiyon olsun.
a) E¤er  her   x Œ (a, b)   için  f ' (x) ≤ 0  ise  f fonksiyonu monoton azalan,

f ' (x) < 0  ise kesin azalan fonksiyondur.
b) E¤er   her    x Œ (a, b)    için   f ' (x) ≥ 0   ise  f fonksiyonu monoton artan,

f ' (x) > 0  ise kesin artan fonksiyondur.
Bir aral›kta monoton artan veya kesin artan olan fonksiyona k›saca artan fonk-

siyon, benzer flekilde monoton azalan veya kesin azalan fonksiyona da azalan
fonksiyon diyece¤iz.

Buna göre, bir aral›k üzerinde türevlenebilen bir fonksiyonun türevinin iflare-
tine bakarak fonksiyonun bu aral›k üzerinde artan veya azalan olup olmad›¤›na
karar verebiliriz.

f : R Æ R , f (x) = x2

fonksiyonunun artan ve azalan oldu¤u aral›klar› bulal›m.

f (x) = x2 fonksiyonu her noktada türevlenebilen bir fonksiyon oldu¤undan, bu
fonksiyonun türevinin iflaretini incelememiz yeterlidir.

f ' (x) = 2x
oldu¤undan   x > 0   ise  f ' (x) > 0   d›r, dolay›s›yla (0, •) aral›¤›nda fonksiyon
artand›r,  x < 0  ise  f ' (x) < 0  d›r,  dolay›s›yla  (- •, 0)   aral›¤›nda  fonksiyon 
azaland›r.
Bu bilgileri bir tablo ile afla¤›daki biçimde gösterebiliriz.

Tablodan görüldü¤ü gibi fonksiyon (- •, 0) aral›¤›nda kesin azalan,    (0, •) ara-
l›¤›nda kesin artand›r.
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Şekil 7.4

Ö R N E K  1

Bir fonksiyonun bir aral›kta türevi
pozitif ise fonksiyon artan, türevi
negatif ise fonksiyon bu aral›kta
azaland›r. Ancak bunun karfl›t› 
do¤ru de¤ildir. Yani,
Bir  fonksiyon  bir  aral›kta  kesin
artan  ise  bu  aral›kta  türevi  
daima  pozitiftir, kesin azalan ise
türevi daima negatiftir diyemeyiz.
Örne¤in  f(x) = x3 fonksiyonu 
kesin artand›r ancak x = 0 da 
türevi s›f›rd›r.
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f : R Æ R

fonksiyonunun artan ve azalan oldu¤u aral›klar› bulunuz.

türevin iflaretini incelemek için köklerini bulal›m.
x2 - 6x + 8 = 0  denkleminin kökleri  x1 = 2 ,  x2 = 4 dür.

x Œ (- •, 2)   için   f ' (x) > 0    ve   x Œ (4, •)    için    f ' (x) > 0   oldu¤undan  
(- •, 2)  ve  (4, •)   aral›klar›nda   fonksiyon  artan,   x Œ (2, 4)   için   
f ' (x) < 0   oldu¤undan (2, 4) aral›¤›nda fonksiyon azaland›r.

f : R Æ R ,  f (x) = x3 - 3x2 - 9x + 6
fonksiyonunun artan ve azalan oldu¤u aral›klar› bulunuz.

fiimdi ünite giriflinde ele ald›¤›m›z problemin çözümünü görelim.

Bir mal›n toplam maliyet fonksiyonu, x mal miktar›, C(x) Milyon TL ol-
mak üzere,

C(x) = 0,5x2 + 4x + 1400 , 0 ≤ x ≤ 200
toplam gelir fonksiyonu, R(x) Milyon TL olmak üzere,

R(x) = 500x - 1,5x2 , 0 ≤ x ≤ 200
d›r.
Kâr›n artan ve azalan oldu¤u üretim sat›fl aral›klar›n› bulunuz.

Kâr, gelir ile maliyetin fark› oldu¤undan K kâr fonksiyonu,
K (x) = 500x - 1,5x2 - (0,5x2 + 4x + 1400)

= -2x2 + 496x - 1400
olur.
K fonksiyonunun türevinin iflaretini incelememiz gerekiyor.

K' (x ) = - 4x + 4 9 6
 
            - 4x + 496 = 0
 
        x = 4 9 6

4
 = 124

 f (x ) = 1
3
 x 3 - 3x 2 + 8x - 7
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Ö R N E K  2

Ö R N E K  3
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Bu  durumda  (0, 124)  aral›¤›nda  kâr  artmakta,  (124, 200)  aral›¤›nda  ise  
azalmaktad›r.
Bunun anlam›, üretilip sat›lan mal miktar› 124 birime kadar artt›kça kâr da arta-
cakt›r. Ancak 124 birimden sonra üretilip sat›lan mal miktar› artt›kça kâr miktar›
azalacakt›r. Örne¤in,

K (100) = 28200 , K (101) = 28294 , K (124) = 29352
K (130) = 29280 , K (150) = 28000 , K (151) = 27894

dir. Bu say›lardan da gördü¤ümüz gibi 101 birim mal›n sat›fl›ndan elde edilen kâr
100 birim mal›n sat›fl›ndan elde edilen kârdan fazla iken 151 birim mal›n sat›fl›n-
dan elde edilen kâr 150 birim mal›n sat›fl›ndan elde edilen kârdan daha azd›r. O
zaman,  ne  kadar  mal  üretilip  sat›l›rsa  kâr  en  yüksek  olur,  sorusu  akla
gelmektedir.
Bu soruya cevap verebilmek için maksimum ve minimum kavramlar›n› bilmemiz
gerekmektedir.

YEREL MAKS‹MUM VE YEREL M‹N‹MUM
f : A Æ R fonksiyonu verilsin  ve  x0 Œ A için  x0 noktas›n› içeren uygun bir
aral›k  I ( I Ã A) olsun.
i) E¤er  her   x Œ I için    f (x) ≤ f (x0)    oluyorsa,   x0 noktas›na   f fonk-

siyonunun  bir  yerel maksimum noktas›,  f (x0)  say›s›na da bir yerel mak-
simum de¤eri denir.

fiekil 7.5'de iki fonksiyonun yerel maksimum noktalar› gösterilmifltir.

ii) E¤er  her   x Œ I için    f (x0) ≤ f (x)    oluyorsa,   x0 noktas›na   f fonk-
siyonunun bir  yerel  minimum  noktas›,   f (x0)   say›s›na da  bir  yerel
minimum de¤eri denir.
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Şekil 7.5
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fiekil 7.6 'da iki fonksiyonun baz› yerel minimum noktalar› gösterilmifltir.

Yerel maksimum ve yerel minimum kavramlar› bir noktan›n civar›ndaki fonk-
siyon de¤erlerinin davran›fl› ile ilgili kavramlard›r. Yerel maksimum noktas›ndaki
fonksiyon de¤eri o noktaya yak›n noktalardaki fonksiyon de¤erlerinden daima
büyük, yerel minimum noktas›ndaki fonksiyon de¤eri de o noktaya yak›n nokta-
lardaki fonksiyon de¤erlerinden daima küçüktür.

Bir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum noktalar›na fonksiyonun
ekstremum noktalar› denir.

f : [a, b] Æ R fonksiyonu sürekli   ve
her    x Œ (a, b)   için  türevi olan bir fonk-
siyon olsun. E¤er bir   x0 Œ (a, b)  noktas›
f fonksiyonunun  bir yerel ekstremum
noktas› ise  f ' (x0) = 0 d›r.

Yandaki fiekil 7.7'de görüldü¤ü gibi bir
fonksiyonun bir ekstremum noktas›nda türevi
varsa bu noktada türev s›f›rd›r, dolay›s›yla bu
noktada yatay te¤et vard›r.

Ancak  türevi  olan bir fonksiyonun bir
noktada türevinin s›f›r olmas›, bu noktan›n bir
yerel ekstremum noktas› olmas› için yeterli
de¤ildir.

Örne¤in   y = x3 fonksiyonunun x = 0
noktas›nda türevi s›f›r olmas›na karfl›l›k bu
nokta bir yerel ekstremum noktas› de¤ildir
(fiekil 7.8).

Bu nedenle türevi olan bir  f fonksiyonu
için  f ' (x) = 0  koflulunu sa¤layan noktalar
ekstremum noktas› olmaya aday noktalard›r.
Böyle noktalara  f fonksiyonunun kritik
noktalar› diyoruz.
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Şekil 7.6

f : [a, b] Æ R fonksiyonu  
sürekli   ve   her    x Œ (a, b)   için
türevi olan bir fonksiyon olsun.
E¤er bir   x0 Œ (a, b)  noktas›   f
fonksiyonunun  bir yerel 
ekstremum noktas› ise  f ' (x0) = 0
d›r.
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f : R Æ R , f (x) = x3 - 16x2 + 20x - 5
fonksiyonunun kritik noktalar›n› bulunuz.

f fonksiyonu 3. dereceden polinom fonksiyon oldu¤undan her noktada türevi
vard›r. Buna göre,  f nin  kritik noktalar› türevi s›f›r yapan noktalar oldu¤undan

f ' (x) = 3x2 - 32x + 20 = 0

bulunur. O halde  f nin kritik noktalar› ve 10  dur.

Bir aral›k üzerinde tan›ml› sürekli bir fonksiyonun ekstremum noktalar›n› bulmak
için izlenecek iki yöntem verece¤iz.

Birinci Türev Testi
Bir fonksiyonun ekstremum noktalar›n› bulmak için fonksiyonun öncelikle türevi
ve türevin kökleri, yani kritik noktalar›, bulunur. Daha sonra varsa fonksiyonun
türevinin olmad›¤› noktalar da belirlenip türevin iflareti incelenir.

Fonksiyonun sürekli olup türevinin iflaret de¤ifltirdi¤i noktalar ekstremum nok-
talar›d›r. Bu noktalar›n yerel maksimum veya yerel minimum noktas› olduklar›na
flöyle karar verilir.
a) Sürekli fonksiyonun artanl›ktan azalanl›¤a geçti¤i, di¤er bir deyiflle türevin ifla-

retinin (+) dan (-) ye geçti¤i nokta yerel maksimum noktas›d›r.

b) Sürekli fonksiyonun azalanl›ktan artanl›¤a geçti¤i nokta yani türevin iflaretinin
(-) den (+) ya de¤iflti¤i nokta yerel minimum noktas›d›r.

 2
3
 

 x 1 = 2
3
   , x 2 = 10
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Ö R N E K  4

Fonksiyonun sürekli olup türevinin
iflaret de¤ifltirdi¤i noktalar 
ekstremum noktalar›d›r. Bu 
noktalar›n yerel maksimum veya
yerel minimum noktas› olduklar›na
türevin iflareti incelenerek karar
verilir.

Şekil 7.9
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Türevin iflaret de¤ifltirmedi¤i nokta yerel ekstremum noktas› de¤ildir.

fonksiyonunun ekstremum noktalar›n› bulal›m.

f ' (x) = x4 - 2x3 - 3x2

x4 - 2x3 - 3x2 = 0
x2 (x2 - 2x - 3) = 0
x2 (x + 1) (x - 3) = 0  ,    x1,2 = 0,  x3 = -1,  x4 = 3

fiimdi de türevin iflaretini inceleyelim.

 f (x ) = 1
5
 x5 - 1

2
 x 4 - x 3 + 6
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Şekil 7.10

Şekil 7.11

Ö R N E K  5
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x = -1, türev (+) dan (-) ye iflaret de¤ifltirdi¤i için yerel maksimum noktas›d›r.
x = 0 türevin kökü olmas›na karfl›l›k bu noktada türev iflaret de¤ifltirmedi¤i için
bu nokta yerel ekstremum noktas› de¤ildir.
x = 3, türev (-) den (+) ya iflaret de¤ifltirdi¤i için yerel minimum noktas›d›r.

‹kinci Türev Testi
f : (a, b) Æ R ikinci   mertebeden   sürekli   türevi   olan   bir  fonksiyon  ve 
x0 Œ (a, b) bu fonksiyonun bir kritik noktas› (f ' (x0) = 0) olsun.
a) E¤er f '' (x0) > 0 ise x0 noktas› f fonksiyonunun bir yerel minimum 

noktas›d›r.
b) E¤er f '' (x0) < 0 ise x0 noktas› f fonksiyonunun bir yerel maksimum

noktas›d›r.

f (x) = x4 - 4x3 + 4x2 - 7
fonksiyonunun ekstremum noktalar› bulal›m.

f fonksiyonunun  her  noktada türevi oldu¤undan ekstremum noktalar› sadece
türevin  s›f›r  oldu¤u  noktalarda  olabilir.

f ' (x) = 4x3 - 12x2 + 8x
4x3 - 12x2 + 8x = 0
4x (x2 - 3x +2) = 0 ,   x1 = 0 ,   x2 = 1,   x3 = 2

0, 1 ve 2 bu fonksiyonun kritik noktalar›d›r.
f '' (x) = 12x2 - 24x + 8
f '' (0) = 8 > 0 oldu¤undan x = 0 yerel minimum noktas›d›r.
f '' (1) = 12 - 24 + 8 = - 4 < 0

oldu¤undan x = 1 yerel maksimum noktas›d›r.
f '' (2) = 12.22 - 24 . 2+ 8= 8 > 0

oldu¤undan  x = 2  yerel minimum noktas›d›r.

fonksiyonunun ekstremum noktalar›n› araflt›ral›m.

 f x  = x
x 2+1
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f '' (x0) = 0 olmas› durumunda 
ikinci türev testi ile karar verilemez.
Bu durumda birinci türev testini
uygulay›n›z.
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Ö R N E K  7

f ' (x ) = 1. x 2 + 1  - 2 x . x

x 2 + 1
2

  = 1 - x 2

x 2 + 1
2

 

= 1 - x 2

x 2 + 1
2
  = 0 ise x = -1 , x = 1
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- 2 x . x 2 + 1
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 4
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oldu¤undan  x = -1  yerel minimum noktas›,

oldu¤undan  x = 1  yerel maksimum noktas›d›r.

fonksiyonunun yerel ekstremum noktalar›n› araflt›ral›m.

Tablodan görüldü¤ü gibi  x = 25  yerel minimum noktas›d›r. f (25) = 75 fonksi-

yonun yerel minimum de¤eridir.

Bir   mal›n,  x  mal   miktar›   türünden   kâr   fonksiyonu,   milyon   TL
cinsinden,

dir. Maksimum kâr›n elde edildi¤i mal miktar›n› bulal›m.

Bu üründen 1500 birim üretilip sat›ld›¤›nda maksimum kâr olarak 750 milyon TL
elde edilir.

K (1000) @ 416,7  ,   K (2000) = 416,7   , K (3000) @ -2250
Dikkat  ederseniz  3000  birim  mal üretilip sat›ld›¤›nda 2250 milyon TL , zarar
edilir.

 K (x ) = - x 2

750
 + 4x - 2250,  0 ≤ x  ≤ 3000

 
 K ' (x ) = - x

375
 + 4,  - x

375
 + 4 = 0, x = 1500

 K (x) = - x 2

750
 + 4x - 2250,  0 ≤ x  ≤ 3000

 f ' (x ) = 1 - 5
x

 = x  - 5
x

 = x  - 5
x

 = 0, x = 25

 f (x )  = x - 10 x  + 100

 f '' (1) = 2 - 6

23
 = -1

2
 < 0
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1. f (x) = ax2 + bx + c  parabolünün tepe noktas›n›n apsisi nedir?

2. fonksiyonunun maksimum noktas›n›n apsisi kaçt›r?

3. kâr fonksiyonunun maksimum noktas›n› bulunuz.

4. fonksiyonunun minimum noktas›n› bulunuz.

BÜKEYL‹K
Afla¤›da  [a, b] aral›¤› üzerinde tan›ml› bir f fonksiyonunun grafi¤i verilmifltir. Bu
grafi¤in (a, c) aral›¤› üzerindeki parças›nda herhangi bir kirifl grafi¤in üstünde ka-
l›rken, grafi¤in (c, b) parças› üzerindeki herhangi bir kirifl grafi¤in alt›nda kalmak-

tad›r. Bu iki durumu bükeylik kavram› ile birbi-
rinden ay›rmaktay›z.

f : [a, b] Æ R fonksiyonu  sürekli  türevi  olan
bir  fonksiyon  olsun. E¤er fonksiyonun grafi¤i
üzerinde al›nan herhangi iki noktay› birlefltiren
kirifl daima grafi¤in üzerinde kal›yorsa, f fonksi-
yonuna yukar› bükey veya konveks fonksiyon,
e¤er kirifl daima grafi¤in alt›nda kal›yorsa f fonk-
siyonuna afla¤› bükey veya konkav fonksiyon
denir.

fiekil 7. 12 deki  f fonksiyonu  (a, c)  aral›-
¤›nda  yukar›  bükey,  (c, b)  aral›¤›nda afla¤› bü-
keydir.

 h x  = x  + 9
x
 + 5

 k x  = - x2

100
 + 40x - 3000

 g x  = x  - 2x + 9
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Bir fonksiyonun bükeyli¤inin de¤iflti¤i noktaya büküm noktas› denir.

f : [a, b] Æ R fonksiyonu ikinci mertebeden sürekli türevi olan bir fonksiyon
olmak üzere, 
a) Her  x Œ (a, b) için  f '' (x) > 0  ise  f fonksiyonu  [a, b]  aral›¤›nda yukar›

bükeydir,
b) Her x Œ (a, b) için f '' (x) < 0 ise f fonksiyon [a, b] aral›¤›nda afla¤› bükeydir.

Buna göre bir fonksiyonun yukar› bükey ve afla¤› bükey oldu¤u aral›klar› bul-
mak için ikinci türevinin iflaretini incelemek yeterlidir. 

Sürekli bir fonksiyonun ikinci mertebeden türevinin iflaret de¤ifltirdi¤i bir nok-
ta da fonksiyonun büküm noktas›d›r.

f (x) = x4 - 24x2 + x + 1
fonksiyonunun yukar› bükey ve afla¤› bükey oldu¤u aral›klarla büküm
noktalar›n› bulal›m.

f fonksiyonunun her mertebeden türevi oldu¤u için bükeyli¤ini belirlemek için
ikinci türevinin iflaretini incelemek yeterlidir.

f ' (x) = 4x3 - 48x + 1
f '' (x) = 12x2 - 48 

12x2 - 48 = 0,   x = -2,   x = 2 

Tablodan da  gördü¤ümüz  gibi  f fonksiyonu  (- •, -2]  ve  [2, •)  aral›klar›nda
yukar›  bükey,  [-2, 2]  aral›¤›nda  afla¤›  bükeydir.  x = -2,  x = 2  noktalar›nda
fonksiyon sürekli ve bu noktalarda ikinci mertebeden türev iflaret de¤ifltirdi¤inden
bu noktalar büküm noktas›d›r.

Bükeyl ik 155
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1. fonksiyonu hangi aral›kta yukar› bükeydir?

2. g (x) = x3 + 3x - 7  fonksiyonunun büküm noktas›n› bulunuz.

GRAF‹K Ç‹Z‹M‹
Bir fonksiyonun artan veya azalan oldu¤u aral›klar, ekstremum noktalar› gibi te-
mel özellikleri en aç›k biçimde grafi¤inden görülebilir. Bir fonksiyonun grafi¤i
onun resmidir. Bu resim en net biçimde türev kullan›larak çekilebilir. Türev san-
ki foto¤raf makinas›n›n flafl› gibidir. Nas›l ki flafl, resmi çekilecek nesneyi ayd›nla-
tarak ayr›nt›lar›n kayd›n› sa¤larsa, türev de fonksiyon davran›fllar›n› ayr›nt›l› bir bi-
çimde inceleme olana¤› sa¤lar. Buraya kadar genel hatlar›yla çizdi¤imiz grafikle-
ri, art›k daha ayr›nt›l› ve daha kolay çizebileceksiniz.

Bir fonksiyonun grafi¤i çizilirken genellikle afla¤›daki ad›mlar izlenir.
i) Fonksiyonun  tan›m  kümesi  aç›kça  verilmemiflse  öncelikle  tan›m  kümesi

belirlenir. 
ii) Fonksiyonun tan›m kümesini oluflturan aral›klar›n uç noktalar›nda varsa fonk-

siyon de¤erleri, yoksa fonksiyonun bu noktalardaki limitleri bulunur.
iii) Birinci ve ikinci mertebeden türevler yard›m›yla fonksiyonun artan, azalan ol-

du¤u aral›klar, ekstremum noktalar› ve bükeyli¤i belirlenir.
iv) Grafi¤in koordinat eksenlerini kesti¤i noktalar araflt›r›l›r.
v) Elde edilen bilgiler bir tabloda toplan›r.
vi) Tabloya uygun grafik çizilir.

Bu ve bundan önceki ünitelerde ii-inci ad›m d›fl›ndaki ad›mlarda ifade edilen
kavramlar hakk›nda bilgi edinmifl bulunuyorsunuz. Biraz sonra verece¤imiz ör-
neklerle de bu bilgilerinizi hat›rlayacaks›n›z. fiimdi ii-inci maddede bulunmas› ge-
reken limitlerde karfl›m›za ç›kan asimptot kavram›n› aç›klayal›m.

f : (a, b) Æ R sürekli   fonksiyonu  verilsin.  E¤er (veya - ∞)

ise x = a do¤rusuna f fonksiyonunun düfley asimptotu denir. Benzer flekilde

(veya - ∞) ise  x = b do¤rusu da düfley asimptottur. f x  = •lim
x Æ b-

 

 f x  = •lim
x Æ a+

 

 f (x ) = 2x + 1
2x

 + 2
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f : (a, ∞) Æ R sürekli fonksiyonu verilsin. E¤er ise y = b do¤-
rusuna f fonksiyonunun yatay asimptotu denir.

Benzer  flekilde  g : (- •, a) Æ R sürekli  fonksiyonunda olu-
yorsa, y = c do¤rusu yatay asimptottur.

Yatay asimptot, ba¤›ms›z de¤iflkenin yeteri kadar büyük veya negatif yönde
yeteri kadar küçük de¤erlerinde fonksiyonun sabit fonksiyon gibi davrand›¤›n›
ifade eder.

fiimdi yukar›daki ad›mlar› izleyerek çeflitli fonksiyonlar›n grafiklerini çizelim.

toplam maliyet fonksiyonunun grafi¤ini çizelim.

0 ≤ x ≤ 600 verildi¤inden bu fonksiyonu,

fleklinde düflünebiliriz. Buna göre,
i) Tan›m kümesi [0,600] kapal› aral›¤›d›r.
ii) Fonksiyon x = 0 ve x = 600 de tan›ml› oldu¤undan   C (0) = 2000,  

C (600) = 9500 
iii)

 C : 0, 600  Æ R, C (x ) = 2000 + 50x - x 2

16
 

 y = C (x ) = 2000 + 50x - x 2

16
 , 0 ≤ x  ≤ 600

 g x  = clim
x Æ - ∞

 

 f x  = blim
x Æ ∞
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8
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8
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C '' (x ) = - 1

8
 , C '' (400) = - 1

8
 < 0  oldu¤undan
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x
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Fonksiyon (0, 400) aral›¤nda artan, (fonksiyon de¤erlerinin 2000 den 12000 e
artt›¤›na  dikkat ediniz), (400, 600)  aral›¤›nda  azaland›r (bu aral›kta da 12000 den
9500 e azald›¤›na dikkat ediniz).

x = 400  yerel  maksimum,  C (400) = 12000  yerel maksimum (ayn› zamanda
mutlak  maksimum)  de¤eridir.  Her  x için C'' (x) < 0 oldu¤undan grafik afla¤›
bükeydir.

Fonksiyonun y-eksenini kesti¤i noktalar› bulmak için x = 0 için y de¤erini bul-
mam›z gerekiyor. C (0) = 2000 dir. y = 0 yani C (x) = 0 denkleminin varsa kökle-
ri de grafi¤in x eksenini kesti¤i noktalar› verecektir.

bu denklemin kökleri olan

say›lar› [0,600] aral›¤›nda olmad›¤›ndan grafik x ekseninni kesmez. Fonksiyonun
tan›m kümesi yukar›daki x1, x2 say›lar›n› içeren bir aral›k olsayd› grafik x ekseni-
ni bu noktalarda kesecekti.

Bu bilgilere göre C fonksiyonunun grafi¤i afla¤›daki gibi olacakt›r.

fonksiyonunun grafi¤ini çizelim.

Tan›m kümesi  R = (-• , •) d›r.

 

x 4

4
 - x 3  = + •,lim

x Æ -•
x 4

4
 - x 3  = • lim

x Æ •

 
 f ' (x) = x 3 - 3x 2

 
x 3 - 3x 2 = 0 , x 1 = x 2 = 0, x 3 = 3,
 
f (0) = 0, f (3) = - 27

4
 

 y = f (x ) = x 4

4
 - x 3 

 x 1 = 400 + 80 30  @ 838,2; x 2 = 400 - 80 30  @ -38,2

 2000 + 50x - x 2

16
 = 0
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x = 0  da türev iflaret de¤ifltirmedi¤inden bu nokta bir yerel ekstremum noktas›
de¤ildir.  x = 3  te  yerel minimum vard›r.

f '' (x) = 3x2 - 6x
3x2 - 6x = 0,   x = 0,  x = 2

x = 0  ve  x = 2  noktalar› büküm noktas›d›r. 
x = 0  için  y = 0

y = 0, x 4

4
 - x 3 = 0 , x 3

4
 x - 4  = 0 , x = 0 , x = 4
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fonksiyonunun grafi¤ini çizelim.

Fonksiyon, paydan›n kökleri olan -1 ve 1 de tan›ml› de¤ildir. Bu nedenle tan›m
kümesi,

R - {-1,1} = (-•, -1) » (-1, 1) » (1, •)
d›r.

kök yok
x = 0   için   y = 0  ,   y = 0   için   x = 0

1. fonksiyonunun düfley asimptotunu bulunuz.

2. fonksiyonunun yatay asimptotunu bulunuz. g (x ) = 3x - 5
1 - 2x

 

 f (x ) = 2x + 1
2x

 + 5

2x
x 2 - 1

 = 0  ,lim
x Æ -∞

 2x
x 2 - 1

 = 0  ,lim
x Æ ∞

 y = 0    yatay asimptottur.

 
2x

x 2 - 1
 = - ∞  ,lim

x Æ -1-
 2x

x 2 - 1
 = +∞  ,lim

x Æ -1+
 x = -1    düfley asimptot

 
2x

x 2 - 1
 = - ∞  ,lim

x Æ 1-
 2x

x 2 - 1
 = +∞  ,lim

x Æ 1+
 x = 1    düfley asimptot

 

f ' (x) = 2(x 2 - 1) - 2x . 2x

x 2 - 1
2

 = -2x 2 - 2

x 2 - 2
2
 = 0  , -2x 2 - 2 = 0  , x 2 = -1

 y = f (x ) = 2x
x 2 - 1
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Maksimum ve Minimum Problemleri
Bir iflletmeci hangi üretim düzeyinde ortalama maliyetin en düflük, hangi üretim-
sat›fl miktar›nda en yüksek kâr elde edece¤ini bilmek ister. Bu de¤erleri yaflaya-
rak de¤il hesaplayarak bilmek zorundad›r. Yaflayarak ö¤renmek isteyenlerin bü-
yük olas›l›kla ikinci bir flans› olmayacakt›r. En küçük veya en büyük de¤eri bul-
ma problemlerinde en büyük yard›mc›m›z türev kavram›d›r. Bu kesimde bununla
ilgili problemlere iki örnek verece¤iz.

Kare prizma biçiminde 800 cm3 lük kapal› bir kutu yap›lacakt›r. Kutunun alt ve
üst tabanlar›n›n birim maliyeti yan yüzlerinin birim maliyetinin 2 kat› oldu¤una
göre, en ucuza malolacak kutunun boyutlar›n› bulunuz.

Problemi  çözmek için önce matematiksel ifadesini bulmam›z gerekir. Bunun için
kutunun taban kenar uzunluklar›na  x cm,  yüksekli¤ine  y  cm  diyelim.

Kutunun hacmi : V = x2 y dir.

Taban alanlar› : x2 + x2 = 2x2

Yanal yüz alanlar› : 4xy

Toplam alan : 2x2 + 4xy
dir.
Yan yüzün birim maliyetine 1 dersek, tabanlar›n birim maliyeti 2 olur.
Bu durumda

C = 2x2 . 2 + 4xy .1 = 4x2 + 4xy
olur.  Dikkat ederseniz maliyet  x ve  y de¤iflkenlerine ba¤l›d›r. Burada hacim-
den yararlanarak  y yi  x türünden ifade edebiliriz.

bulunur.
fiimdi  C fonksiyonunun minimum noktas›n› bulmal›y›z.

Tablodan görüldü¤ü gibi  x = 7,37  bir minimum noktas›d›r.  x in bu de¤erine
karfl›l›k gelen y de¤erini bulal›m.

Buna göre, taban kenarlar› 7,37 cm, yüksekli¤i 14,74 cm olan kutu en ucuza ma-
lolacakt›r.

 y = 800
x 2

 @ 800
54,29

 @ 14,74 cm
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Bir  turistik  otel  iflletmesi  bir seyahat acentas›yla flu flekilde anlaflma
yapm›flt›r. 150  turiste  kadar kifli bafl›na konaklama ücreti günlük 8 mil-
yon TL, 150 kifliden sonra, 150 ile 300 aras›ndaki her bir kifliye karfl›l›k
her müflteriden 20.000 TL  indirim  yap›lacakt›r.  Otelin  bir  kifli  için
masraf› 4.000.000 TL oldu¤una göre,
a) otele maksimum geliri sa¤layacak,
b) otele maksimum kâr› sa¤layacak 
turist say›s›n› bulunuz.

Önce otelin gelirini ve kâr›n› matematik dille ifade etmemiz gerekiyor.

R fonksiyonunun maksimum noktas›n› bulmak için türevini alal›m.

R' (x) = 0 ,  - 40 000x + 11 000 000 = 0  , x = 275

Buna göre gelirin en yüksek oldu¤u turist say›s› 275 tir.
b) fiimdi de kâr fonksiyonunu ele alal›m.

 R ' (x ) =  
8 000 000   ,   0 ≤ x < 150
 
-40 000 x + 11 000 000  ,  150 < x ≤ 300

R (x ) =  
x . 8 000 000   ,   0 ≤ x ≤ 150
 
 8 000 000 - (x - 150) . 20.000  x  ,  150 < x ≤ 300

 
veya
 

R (x ) =  
8 000 000 . x   ,   0 ≤ x ≤ 150
 
-20 000x 2 + 11 000 000 x  ,  150 < x ≤ 300
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K' (x) = 0  ise  x = 175

Tablodan da gördü¤ünüz gibi en yüksek kâr 175 turistten elde edilmektedir. Bu-
radan da gördü¤ünüz gibi en yüksek gelirin elde edildi¤i nokta ile en yüksek kâ-
r›n elde edildi¤i nokta farkl› olabilmektedir.

Dairesel dik silindir biçiminde 162 p cm3 hacimli kapal› bir kutu yap›lacakt›r. Ku-
tunun 1 cm2 nin maliyeti 5000 TL oldu¤una göre en ucuza mal olacak kutunun
maliyetini bulunuz.

 R (x ) = R (x ) - C (x )
 

=  
8 000 000 x - 4 000 000 x   ,   0 ≤ x ≤ 150
 
-20 000 x 2 + 11 000 000 x - 4 000 000 x ,  150 ≤ x ≤ 300

 

=  
4 000 000 x   ,   0 ≤ x ≤ 150
 
-20 000 x 2 + 7000 000 x  ,  150 ≤ x ≤ 300

 

 K ' (x ) =  
4 000 000    ,   0 ≤ x < 150
 
-40 000 x + 7 000 000   ,  150 < x ≤ 300
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Kendimizi S›nayal›m
1. f (x) = - x2 + 1 fonksiyonu hangi aral›kta artand›r?

a. (- •, 1)
b. (- •, 0)
c. (- 1, 1)
d. (0 , •)
e. (1 , •)

2. fonksiyonu afla¤›daki aral›klar›n hangi-

sinde azaland›r?
a. (- •, 0)
b. (0, 1)
c. (- 1, •)
d. (1, •)
e. (- •, •)

3. f (x) = x3 - 2x2 -4x + 6  fonksiyonunun yerel minimum
noktas› afla¤›dakilerden hangisidir?

4. f (x) = x3 - 2x2 -4x + 6  fonksiyonunun yerel maksi-
mum de¤eri kaçt›r?

5. fonksiyonunun düfley asimptotu-

nun denklemi afla¤›dakilerden hangisidir?
a. x = -3
b. x = 3
c. y = -3
d. y = 3
e.

6. fonksiyonunun yatay asimptotu-

nun denklemi afla¤›dakilerden hangisidir?
a. x = 2
b. y = 2
c. y = -3

d.

e. x = -1

7. x mal   miktar› olmak üzere bir   mal›n milyon TL
cinsinden   kâr   fonksiyonu, K (x) = 800x - 2x2 verilsin.
Buna göre, bu maldan elde edilecek en yüksek kâr kaç
TL dir?

a. 640 Milyar
b. 160 Milyar
c. 80 Milyar
d. 40 Milyar
e. 800 Milyon

8. x mal miktar›  olmak üzere, bir mal›n gelir fonksiyonu,

verilsin. Buna göre, gelirin azalmaya

bafllad›¤› mal miktar› kaçt›r?
a. 4500
b. 3000
c. 600
d. 300
e. 15

9. x mal miktar› olmak üzere, bir mal›n toplam maliyet

fonksiyonu, dur. Buna göre, ma-

liyetin en yüksek oldu¤u üretim miktar› kaçt›r?
a. 30
b. 60
c. 250
d. 300
e. 450

10. f (x) = 2x3 + 9x2 + 12x - 13  fonksiyonu hangi aral›k-
ta afla¤› bükeydir?

11. Karesi ile toplam› en küçük olan gerçel say› kaçt›r?

Biraz Daha Düflünelim
1. fonksiyonunun grafi¤ini çiziniz.

2. fonksiyonunun grafi¤ini çiziniz g (x ) = 1
3
 x 3 + x 2 - 8x 

 f (x ) = 2x + 5
x - 3

 

a. - 1

b. - 1
2
 

c.   0

d. 1
2

e.   1

a.  - • , - 3
2
 

b.  - 3
2
 , • 

c.  - • , - 2
d.  - 2, - 1

e.  - 1 , • 

 C (x ) = 3000 + 60x - x
 2

10
 

 R (x ) = 15x - x 2

600
 

 x = - 1
3
 

 f (x ) = 2x - 3x 2

x 2 + 6x + 5
 

 x = - 1
3
 

 f (x ) = x2 + 7x -1
x + 3

 

a.  -2
b.  1

c. 202
27

d.  2
e.  6

a.  (0 , 6)
b.  (1 , 1)

c.  - 1
3
 , 1

d.  - 2
3
 , 202

27
 

e.  (2 , -2)

 f (x ) = x

x 2+ 1
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