
Amaçlar
Bu üniteyi çal›flt›ktan sonra;

belirli integralin tan›m›n›,
belirli integralin al›n›fl›n›,
belirli integralin iflletme ve ekonomik uygulamalar›n› ö¤reneceksiniz.
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‹çindekiler
• Belirli ‹ntegral Tan›m›
• Belirli ‹ntegralin Uygulamalar›

• Üniteyi çal›fl›rken görece¤iniz gibi, bu üniteye bafllamadan önce belirsiz integ-
ral kurallar›n› bir kere daha gözden geçirmeniz gerekmektedir.

• Belirli integralin uygulamalar› için de, türevle ilgili üniteleri ve belir-
siz integral uygulamalar›n› da gözden geçirmeniz gerekmektedir.

Girifl
Bir  iflletmenin, x  de¤iflkeni  üretim  miktar›n›  göstermek  üzere  marjinal  mali-
yet fonksiyonunu,

MC(x) = 2x + 3

olarak belirledi¤ini varsayal›m. Verilen marjinal maliyet fonksiyonundan yarar-
lanarak 200 birimlik üretim için firman›n toplam maliyeti ne olur?

Vermifl oldu¤umuz problem ile 9. ünite giriflinde verdi¤imiz problem aras›nda-
ki fark› görmektesiniz. Önceki problemde marjinal maliyet fonksiyonu verilerek,
toplam maliyet fonksiyonu istenmektedir. Bu problemde ise toplam maliyet fonksi-
yonu veriliyor, 200 birimlik üretim için toplam maliyetin ne olaca¤› soruluyor. Bu
karfl›laflt›rma sonucunda, belirli integral sözkonusu problemlerin çözümü için
uygun bir yöntem olmaktad›r.

Belirli  integral,  üniteyi  çal›fl›rken  görece¤iniz  gibi,  fonksiyonu  verilen  bir
e¤ri  ile   x  ve  y   eksenleri  aras›nda  kalan  alanlar›n  da  hesaplanmas›nda
kullan›lmaktad›r.
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B‹R E⁄R‹ ALTINDAK‹ ALAN VE BEL‹RL‹ ‹NTEGRAL
TANIMI
[a, b ] kapal› aral›¤›nda tan›ml› ve sürekli f (x) fonksiyonunun gösterdi¤i e¤rinin,
f (x) ≥ 0 olmak üzere, fiekil 10.1'de görüldü¤ü gibi oldu¤unu varsayal›m.

[a, b ]  aral›¤›n›   a = x0 < x1 < x2 < x3 ..... xn -1 < xn = b fleklinde uzunlu¤u
biribirine eflit n tane alt aral›¤a bölelim ve herbir alt aral›¤›n uzunlu¤unu  ∆x ile
gösterelim.

dir.
Alt  aral›klar  üzerinde  keyfi  olarak  al›nm›fl    t1, t2 ..... tn noktalar› için fonk-

siyonun ald›¤› de¤erler  f (t1), f (t2), f (t3) ..... f (tn)  olacakt›r. f (x)  fonksiyonu-
nun gösterdi¤i e¤ri,  x = a, x = b do¤rular› ve  x ekseni aras›nda kalan alan, yak-
lafl›k olarak taban uzunluklar›  ∆x ve yükseklikleri  f (t1), f (t2), ..... f (tn) olan dik-
dörtgenlerin alanlar› toplam› olarak yaz›labilir.

S @ f (t1) ∆x + f (t2) ∆x + ..... f (tn) ∆x

Bu toplam, toplam sembolü yard›miyle,

fleklinde ifade edilebilir. Aral›k say›s›n› gösteren n de¤eri  n Æ ∞  iken  ∆x Æ 0
olacakt›r. Verilen toplam›n limiti, f (x)  fonksiyonu sürekli bir fonksiyon oldu¤un-
dan, vard›r. Toplam›n bu limitine belirli integral denir ve

biçiminde gösterilir. yaz›l›fl›, f (x) fonksiyonunun a ile b aras›nda-

ki integrali diye okunur. Burada a ya integralin alt s›n›r›, b ye integralin üst

s›n›r› denir.

a

b
 f (x ) dx

S = f  t k  ∆x =
a

b
f (x ) dx∑

k = 1

n
lim

k Æ ∞

S  @ f  t k  ∆x∑
k  = 1

n

∆x  = b - a
n  
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Belirli integral fonksiyonu f (x) olarak
verilen e¤ri ile [a, b] kapal› aral›¤›nda
x ekseni aras›nda kalan alan›n bulun-
mas› ile tan›mlanmaktad›r. Bu alan
bulunurken verilen aral›k n tane alt
aral›¤a ayr›lmakta, aral›klar›n taban
oldu¤u dikdörtgenlerin alanlar›n›n
toplam›n›n limiti al›nmaktad›r.

Şekil 10.1

f (tn)

f (tn)

a = x0 t1 x1 t2 x2 t3 x3 .... xn -1 tn xn = b
x

f (x )

y



f (x)  fonksiyonu  [a, b ]   aral›¤›  üzerinde  pozitif,  negatif  ve  s›f›r  de¤erle-
ri de alabilir. Bu  durumda, yukar›da oldu¤u  gibi  keyfi  x0, x1 ...  xn noktalar›
a = x0 < x1 < x2 ... < xn-1 < xn = b koflulunu sa¤layacak flekilde al›narak  [a, b ]

aral›¤›  [xi-1 , xi ]   alt  aral›klar›na  bölünür. i = 1, 2, .... n için  ∆xi = [xi-1 , xi ]

ve  ti Œ [xi-1 , xi ]  olmak  üzere  toplam›na, Rieamann topla-

m› ad› verilir. Bu toplam pozitif, negatif veya s›f›r olabilen bir say›d›r. n Æ ∞  ve

∆xi Æ 0 için Rieamann toplam›n›n limitine  f (x)  fonksiyonunun  [a, b ]  aral›¤›n-

daki belirli integrali denir ve bu limit,

fleklinde ifade edilir.

BEL‹RL‹ ‹NTEGRAL‹N BAZI ÖZELL‹KLER‹
Bu kesimde, belirli ve belirsiz integral tan›mlar›ndan elde edilebilecek kimi önem-
li özellikler verilecektir. Bu özellikler yard›miyle, limit hesaplamas›na girmeden
belirli integrallerin hesaplamalar›n› yapaca¤›z.

a

b
 f (x ) dx  =   f  t i  ∆x i ∑

i = 1

n
lim

n  Æ•
Dx i  Æ0

f  t i  ∆x i ∑
i = 1

n
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Şekil 10.2

f (ti )

f (t1)

a = x0 t1 x1 t2 x2 xn -1 tn xn = b
x

y

xi -1 ti xi 

f (t2)

f (t3)

a) 
a

a
 f (x ) dx  = 0

 
 

b) 
a

b
 f (x ) dx  = -

b

a
 f (x ) dx

 
 

c)
a

b
  f (x ) ± g (x )  dx  =

a

b
 f (x ) dx  ±  

a

b
 g (x ) dx

 
 

d) a ≤ c ≤ b   için
a

b
 f (x ) dx  =

a

c
 f (x ) dx  + 

c

b
 f (x ) dx



Bu özelliklerden son ikisi üzerinde k›saca dural›m: f (x), [a, b ] aral›¤› üzerin-
de sürekli bir fonksiyon, x  Œ (a, b )  ve h > 0 olsun. Kolayl›k için f (x) in grafi-
¤ini flekilde oldu¤u gibi kabul edelim.

[x, x + h] aral›¤› içinde  f (x)  in ald›¤›  en  büyük  de¤er  M (h),  en  küçük

de¤er  m (h)  olsun. Taban›  h  ve  yüksekli¤i  M (h)  olan  büyük  dikdörtgenin

alan›  h . M (h),  taban›  h  ve yüksekli¤i  m (h) olan  küçük dikdörtgenin alan›

h . m (h), f (x) in grafi¤i alt›nda ve  [x, x + h]  aral›¤› üstünde kalan bölgenin ala-

n›  oldu¤undan, bu alanlar aras›nda

(1)

eflitsizli¤i yaz›labilir. Di¤er taraftan  x ≤ c ≤ x + h olmak üzere, F (x) fonksiyonu-
nun tan›mlan›fl›na göre,

hm h   ≤
x

x +h
 f (t ) dt  ≤  hM h

x

x +h
 f (t ) dt

e) ‹ntegral hesab›n birinci temel teoremi: f (x ), [a, b ] aral›¤› üzerinde sürek-
 
    li bir fonksiyon ve a < x < b  ise,
 

 F (x ) =
a

x
 f (t ) dt

 
    olarak tan›mlanan F (x ) fonksiyonu türevlenebilir ve F ' (x ) = f (x )  dir.
 
f) ‹ntegral hesab›n ikinci temel teoremi: F (x ), [a, b ] aral›¤› üzerinde sürekli
    bir fonksiyon ve F (x ) de türevi f (x ) olan bir fonksiyon (yani F ' (x ) = f (x ))
    ise,
 

 
a

b
 f (x ) dx  = F (b ) - F (a )

 
     dir.
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Şekil 10.3

m (h)

f (x)

ba x x + h

x

M (h )

y



oldu¤undan (1) eflitsizli¤inden

eflitsizli¤i elde edilir. h Æ 0 iken  m (h) Æ f (x)  ve  M (h) Æ f (x) oldu¤undan

veya buradan

F ' (x) = f (x)

elde edilir. Böylece integral hesab›n birinci temel teoremi, yani (e) özelli¤i kan›t-
lanm›fl olur.

Bu teorem, integral ile türev aras›ndaki önemli iliflkiyi verir. Bu iliflki say›lar

için "kare alma" ile "karekök alma" aras›ndaki iliflkiye benzemektedir. E¤er pozi-

tif bir say›n›n karesini al›rsan›z, elde edilen say›n›n karekökü bafllang›çtaki  say›-

d›r. Benzer olarak, sürekli  bir  f (x)  fonksiyonunun  ile tan›mlanan

ilkeli (belirsiz integrali) olan F (x) fonksiyonunun türevi  f (x) dir. 
‹ntegral hesab›n ikinci temel teoremine gelince: f (x), [a, b]  aral›¤› üze-

rinde sürekli bir fonksiyon ve  F (x) de F ' (x) = f (x)  olacak flekilde bir fonksi-
yon olsun.  a ≤ x ≤ b için birinci temel teoreme göre,

olarak tan›mlanan A (x) fonksiyonunun türevi  f (x) dir. Böylece F ' (x) = f (x)  ve
A ' (x) = f (x)  oldu¤undan F (x) ile A (x)  fonksiyonlar› birbirlerinden bir sabit ka-
dar farkl›d›rlar, yani öyle bir c sabiti vard›r ki,

A (x) - F (x) = c veya    A (x) = F (x) + c

dir. Bu eflitlikte s›ras›yla  x = a, x = b  yazal›m. x = a için

olur. Buradan, x = b için

veya k›saca

a

b
 f (t ) dt  =  F (b ) - F (a )

A (b ) =
a

b
 f (t ) dt = F (b ) + c = F (b ) - F (a )

A (a ) =
a

a
 f (t ) dt = 0 , yani A (a ) = F (a ) + c = 0  veya c = - F (a )

A (x ) =
a

x
 f (t ) dt  

a

x
 f (t ) dt 

f (x )  ≤
F x  + h  - F x

h
lim

h Æ 0
  ≤ f (x )

m h   ≤
F x  + h  - F x

h
  ≤ M h  

x

x +h
 f (t ) dt  =

c

x +h
 f (t ) dt  +

x

c
 f (t ) dt  =

c

x +h
 f (t ) dt  -

c

x
 f (t ) dt  = F (x + h ) - F (x )

Bel i r l i  ‹ntegral in  Baz›  Özel l ik ler i214



Ç
Ö

Z
Ü

M

sonucuna ulafl›l›r. Bazen  F (b) - F (a)  fark› yerine  gösterimi de
kullan›l›r; Baflka bir ifadeyle,

olur. Bu formül bize ilkeli bilinen bir fonksiyonun belirli integralinin kolayca he-
saplanabilece¤ini gösterir.

integralini hesaplay›n›z.

De¤iflken dönüflümü yöntemi uygulanacakt›r.

Burada belirli integralin limitleri de yeni de¤iflkene göre belirlenecektir.

x  = 0      için u  = 1 + 3x 2 = 1 + 3 . 0 = 1
 
x  = 8    için u  = 1 + 3 . 8

2
 = 1 + 3 . 8 = 25

u = 1 + 3x 2 fi du =  6x dx

 dx  = du
6x

0

8
 3x dx

1 + 3 x 2
 

1

4

 x  dx  =
1

4

 x 1/2 dx  = 2
3
 x  x  

1

4
 
 = 2

3
 . 4 . 2 - 2

3
 . 1 . 1  = 14

3
 

0

2

 ex2 - 2x  x  - 1  dx  = 1
2
 ex2 - 2x

0

2
 
 = 1

2
 - 1

2
  = 0

1

2

 1
x 

2
 dx  =  ln  x   

1

2
  =  ln2 - ln1 = ln2

1

e

 ln  x  2 . 1x  dx  = 
ln3  x  

3 1

e
 

 = 1
3
 

-2

2
 2x  + x 2  dx  = x 2 + x 3

3  -2

2
 

 

 
= 4 + 8

3
 - 4 - 8

3
 

 
= 16

3

a

b
 f (t ) dt = F (x )   

x  = b
 

x = a
 

F (x )   
x  = b

 
x = a
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Ö R N E K  2

Ö R N E K  5

Ö R N E K  1

Ö R N E K  3

Ö R N E K  4

Ö R N E K  6

Verilen kural›n uygulamalar› örnek-
lerle verilmifltir. De¤iflkeni dönüfltü-
rürken ne flekilde bir ifllem yap›laca¤›
belirsiz integral ünitesinde aç›klan-
m›flt›r.
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belirli integralini hesaplay›n›z.

Bu integralin hesaplanabilmesi için de¤iflken dönüflümü yöntemi uygulanacakt›r.

belirli integralini hesaplay›n›z.

Bu integralin hesaplanabilmesi için de de¤iflken dönüflümü yöntemi uy-
gulanacakt›r.

Afla¤›daki örneklerde belirli integalin iflletme ve ekonomideki uygulamalar›n›
bulacaks›n›z.

u = 1 - x fi  du = - dx 
 
 
x  = - 3   için u = 1 - x  = 1 + 3 = 4
 
x  = 1     için u = 1 - x  = 1 - 1 = 0
 
 

-3

1
 1 - x  dx  = -

4

0
 u  du = 

0

4
 u  du  = 2

3
 u u

0

4
 = 16

3
 

-3

1
 1 - x  dx 

u = lnx fi  du = 1
x dx 

 

 x du = dx
 
 

x  = 1    için u = ln1 = 0
 
x  = e    için u = lne = 1
 

1

e
 lnx dx

x   =
0

1

 u du  = u 2

2 0

1
  = 1

2

1

e
 lnx

x  dx

0

8
 3x dx

1 + 3 x 2
  = 1

2
 

1

25
 du

u
 

 

= 1
2
 

1

25
 u

- 1
2 du  = 1

2
 . u

1
2

1
2 1

25

 = u  
1

25
   =  5 - 1  = 4
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Ö R N E K  7

Ö R N E K  8

Belirli integral hesaplan›rken de¤iflken
dönüfltürülürse, integralin limitlerinin
de yeni de¤iflkene göre dönüfltürül-
mesi gerekir.. 
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Türkiye’de yay›nlanan bir gazetenin, t de¤iflkeni y›llar› göstermek üzere,
sat›fllar›n›n art›fl›,

S (t ) = 100 et

fonksiyonu ile belirlenmifltir. ‹lk 10 y›l içinde bu gazetenin toplam sat›fl›
ne olur?

Gazetenin ilk 10 y›ldaki toplam sat›fl›n› bulmak için  t1 = 0,   t2 = 10  limitleri ara-
s›nda verilen fonksiyonunun belirli integral al›nmal›d›r.

t de¤iflkeni ay olarak zaman› göstermek üzere, bir iflletmenin aylar itiba-
riyle sat›fllar›,

fonksiyonu ile belirlenmifltir. Bu iflletmenin ilk 4 aydaki sat›fllar› toplam›
nedir?

Bir firmada, x sat›fl miktar›n› göstermek üzere, marjinal gelir fonksiyonu,

R ' (x) = - 0,02x + 100

olarak belirlenmifltir. Buna göre;
a) 100 birimlik sat›fl için toplam gelir ne olur?
b) 10 ile 50 birim aras›nda yap›lan sat›fllar için toplam gelir ne olur?

a) R (x ) =
0

100
 - 0,02x + 100  dx

 
= - 0,01x 2 + 100x  

0

100
  = - 0,01 . 100 2 + 100 . 100

 
= - 100 + 10.000 = 9900 birim
 
 

b) R (x ) =
10

50
 - 0,02x  + 100  dx  = - 0,01x 2 + 100x  

10

50
  = 3976 birim

Sat›fllar toplam› =
0

4
 30 t  + 100  dt 

 

=
0

4
 30 t 1/2 + 100  dt  = 20 t t  + 100 t  

0

4
   = 20 . 4 . 4 + 400

 
=  160 + 400 = 560

S t  = 30 t  + 100

 
0

10
100 et  dt  =  100

0

10
e t  dt  =  100 et

0

10
   =  100 e10 - 1  @ 2202546

 
olur  (e10 @ 22026,46 olarak al›nm›flt›r).
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Bir firman›n, x üretim miktar› olmak üzere, marjinal gelir fonksiyonu,

MG = f (x) = 20

olarak belirlenmifltir. Buna göre;
a) 500 birimlik üretim için toplam gelir ne olur?
b) 200 ve 1000 birimlik aras›nda üretim için toplam gelir ne olur?

Afla¤›da verilen belirli integralleri hesaplay›n›z.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10. Bir firmada, x üretim miktar›n› göstermek üzere, marjinal gelir fonksiyonu,
MG = 10x olarak belirlenmifltir. Bu firman›n 20 birim üretim yapt›¤›nda toplam
geliri kaç birim olur?
11. Bir firman›n, x de¤iflkeni y›llar› göstermek üzere, sat›fllar›n›n art›fl›,  S (x) = 9x2

fonksiyonu ile belirlenmifltir. ‹lk 3 y›l içinde bu firman›n sat›fllar› kaç birim olur?
12. Bir ülkede, t de¤iflkeni y›llar› göstermek üzere, nüfus   S (t) = e2t fonksiyo-
nu ile verilmifltir. Bu ülkede ilk 10 y›l içinde nüfus kaç birim artar?

-1

0
 2x - 1 3 dx 

1

2
 x  + x  - 1  dx 

0

3
 3x 2 + 9

1/2
 . x dx 

0

3
 x 3 + 3x

1/2
 x 2 + 1  dx 

1

e
 
ln  x   dx

x
 

0

2 2
 x 2 + 1 . x dx 

0

2
 4x 3 - 9x 2  dx

0

3
 3x 2 - 4x  dx

0

1

 e x dx 

a)
0

500
20 dx = 20x  

0

500
  = 20 . 500 = 10 000 birim

 
 

b)
200

1000
20 dx = 20x  

200

1000
  = 16 000 birim
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Ö R N E K  1 2

S I R A  S ‹ Z D E  1

Bu sorulara kolayca yan›t
verebilmeniz için belirsiz integral
kurallar›n› yeniden gözden geçiriniz. 



BEL‹RL‹ ‹NTEGRAL‹N ALAN HESAPLARINA
UYGULANMASI
Belirli  integrali  tan›mlarken  bir  f (x) ≥ 0  fonksiyonunun  gösterdi¤i  e¤ri   ve
x = a, x = b do¤rulariyle x ekseni aras›nda kalan alan›n,

belirli integraliyle ifade edilebilece¤i aç›klanm›flt›.

E¤er  f (x)  fonksiyonunun gösterdi¤i e¤ri ile  x = a, x = b do¤rular› aras›nda
kalan alan afla¤›da fiekil 10.5 (a)'da görüldü¤ü gibi bütünüyle x ekseninin alt›nda
kal›yorsa, alan,

belirli integrali ile bulunur. E¤er f (x) fonksiyonu  [a, b ]  aral›¤›nda hem pozitif
hem de negatif de¤erler al›yorsa, istenilen alan

integraliyle hesaplan›r [fiekil 10.5 (b)].

S =
a

c
 f (x ) dx -

c

b
 f (x ) dx

S = -
a

b
 f (x ) dx

S =
a

b
 f (x ) dx
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Bir f(x) ≥ 0 fonksiyonunun göster-
di¤i e¤ri ile x = a, x = b do¤rular›
ve x ekseni aras›ndaki alan, 

belirli integrali ile bulunur.
E¤er f(x) ≤ 0 ise, fonksiyonunun
gösterdi¤i e¤ri ile x ekseni aras›nda-
ki alan

belirli integrali ile hesaplan›r.

S = -
a

b

 f x  dx

S =
a

b

 f x  dx

Şekil 10.4

S

y

x
0

f (x) 

x = a x = b

Şekil 10.5

S

y

x0

f (x) 

x = a x = b

y

x 0

f (x) 

x = a x = bx = c

(a) (b)
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f (x) = 1 - x2 fonksiyonunun gösterdi¤i e¤ri ile  x  ekseni aras›ndaki ka-
lan alan› hesaplay›n›z.

Verilen fonksiyonunun gösterdi¤i e¤ri afla¤›da fiekil 10.6'da gösterilmifltir.

fiekilde taral› olarak gösterilen alan› belirli integral yard›miyle bulaca¤›z.

f (x) = x2 + 1  fonksiyonunun gösterdi¤i e¤ri  x = 0, x = 1  do¤rular› ve  x
ekseni aras›nda kalan alan› bulunuz.

Alan bulma problemlerinde önce verilen fonksiyonun grafi¤inin çizilmesi uygun
olur. f (x) = x2 + 1  fonksiyonunun gösterdi¤i e¤ri ile istenilen alan taral› olarak
afla¤›da fiekil 10.7 de gösterilmifltir.

S =
0

1
 x 2 + 1  dx  = x 3

3
 + x

 0

1
  = 1

3
 + 1 = 4

3
  br2

S =
-1

1
 1 - x 2  dx  = x - x 3

3 -1

1
 = 1 - 1

3
 - - 1 + 1

3
  = 1 - 1

3
 + 1 - 1

3
 
= 2 - 2

3
  = 4

3
  br2 
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Bu gibi örnekleri çözerken, önce
verilen fonksiyonun grafi¤ini
çizmemiz gerekir. Bu gibi çizimlerin
ne flekilde yap›laca¤› türevle ilgili
ünitelerde aç›klanm›flt›r.

Ö R N E K  1 4

Şekil 10.6

Şekil 10.7

x = 0  do¤rusunun y ekseni oldu-
¤unu hat›rlay›n›z.

S

y

x

1

-1 1

y

x

1

0 1
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f (x) = x2 - 4x + 3 fonksiyonunun gösterdi¤i e¤ri ile  x1 = 1,  x2 = 3 nokta-
lar› ve x ekseni aras›nda kalan alan› hesaplay›n›z.

Bildi¤iniz gibi  f (x) = x2 - 4x + 3  fonksiyonu çizildi¤inde bir parabol belirtir. Bu
parabolün tepe noktas› T (2, - 1)  dir. f (x) fonksiyonunun gösterdi¤i e¤ri ile bu-
lunmas› istenen alan afla¤›da fiekil 10.8 de gösterilmifltir.

fiekilden görüldü¤ü gibi istenilen alan x ekseninin alt›nda kalmaktad›r.

f (x) = lnx fonksiyonunun gösterdi¤i e¤ri do¤rular› ve x
ekseni aras›nda kalan alan› bulunuz.

f (x) = lnx fonksiyonunun gösterdi¤i e¤ri ile s›n›rlanan bulunmas› istenilen alan
taral› olarak afla¤›daki gösterilmifltir.

fiekilde görüldü¤ü gibi, bulunmas› istenilen alan›n bir k›sm› x-ekseni alt›nda, bir
k›sm› ise x ekseninin üstünde kalmaktad›r. O halde bulunmas› istenilen alan iki
belirli integralin toplanmasiyle bulunacakt›r.

x 1 = 1
2
 , x 2 = e

S = -
1

3
 x 2 - 4x + 3  dx  = - x 3

3
 - 2x 2 + 3x

1

3
  = - 9 - 18 + 9  - 1

3
 - 2 + 3

 

= 1
3
 + 1 = 4

3
  br2
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Şekil 10.8

Şekil 10.9

Ö R N E K  1 5

y

x3

-1

1

3

2
0

y

xe1

1/2

f (x) = lnx
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Bu integralin al›nmas› k›smi integrasyon yöntemi ile yap›lacakt›r.

Belirli integral iki e¤ri aras›ndaki alan›n bulunmas› için de kullan›l›r. fiimdi  f (x)
ve g (x)  fleklinde verilmifl iki fonksiyonun gösterdi¤i e¤riler ile x = a, x = b do¤-
rular› aras›nda kalan alan afla¤›daki fiekil 10.10 da görüldü¤ü gibi olsun.

fiekilde görüldü¤ü gibi  f (x) ≥ g (x) olarak verilmifltir. Taral› alan,

belirli integrali yard›miyle bulunur.

f (x) = x2 ve  g (x) = x fonksiyonlar›n›n gösterdikleri e¤riler aras›nda ka-
lan alan nedir?

Önce verilen fonksiyonlar›n grafiklerini çizelim. f (x) = x2 fonksiyonu te-
pesi bafllang›ç noktas›nda olan bir paraboldür. g (x) = x ise birinci aç›-
ortay›n› göstermektedir.

S =
a

b
  f (x ) - g (x )  dx 

S = - x lnx  - x  
1/2

1
   + x lnx  - x  

1

e
  

 

= - 1 . ln1 - 1  - 1
2
 ln 1

2
 - 1

2
  + e lne - e  - 1 . ln1 - 1  

 

= - - 1
2
 - 1

2
 ln 1

2
  + 1 = 1

2
 (3 - ln2) br2 

S = -
1/2

1
 lnx dx  +

1

e
 lnx dx 
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Şekil 10.10

y

x
0

f (x) 

x = a x = b

g (x) 

f (x) ve g (x) gibi verilen herhangi
iki fonksiyonun gösterdi¤i e¤riler ile
x=a, x=b do¤rular› aras›nda kalan
alan, 

belirl i integralinin yard›m›yla
hesaplanacakt›r.

a

b

  f (x ) - g (x )  dx
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Bu iki fonksiyonun grafikleri  0(0,0)  ve  A (1, 1)  noktalar›nda kesiflirler. Burada
flekilde görülen taral› alan›n hesaplanmas› istenmektedir.

f (x) = x2 ve   g (x) = -x2 - 2 fonksiyonlar›n›n  gösterdikleri  e¤riler  ile
x = - 1,  x = 3  do¤rular› aras›nda kalan alan nedir?

f (x)  ve g (x)  fonksiyonlar›n›n grafikleri ile istenilen alan afla¤›daki fiekil 10.12
de gösterilmifltir.

S =
-1

3
 x 2 - -x 2 - 2  dx

 

=
-1

3
 x 2 + x 2 + 2  dx

 

=
-1

3
 2x 2 + 2  dx

 

= 2x 3

3
 + 2x

 -1

 3
  = 18 + 6  - - 2

3
 - 2  = 80

3
 br2

S =
0

1
 x - x 2  dx  = x 2

2
 - x 3

3
  = 1

2
 - 1

3
  = 1

6
  br2
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Şekil 10.12

Şekil 10.11

y

x

0

f (x) = x2

A (1, 1)

g (x) = x

y

x
-1

f (x) = x2

3

g (x) = - x2 - 2

-2
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f (x) = x2 - 2x ve  g (x) = -x - 4 fonksiyonlar›n›n gösterdikleri e¤riler ile
x = 0, x = 3 do¤rular› aras›nda kalan alan› bulunuz.

f (x) ve g (x) fonksiyonlar›n›n grafikleri,  x = 0, x = 3 do¤rular› aras›ndaki alan
afla¤›daki flekilde gösterilmifltir.

f (x) = x2 - 10x  ve  g (x) = - x2 + 10x fonksiyonlar›n›n gösterdi¤i e¤riler
aras›ndaki alan nedir?

f (x) ve g (x) fonksiyonlar›n›n kesim noktalar›n› bulmak için ortak çözümün ya-
p›lmas› gerekir.

x2 - 10x = - x2 + 10x
2x2 - 20x = 0
x1 = 0  ,  x2 = 10

f (x)  ve  g (x)  fonksiyonlar›n›n gösterdikleri e¤riler ile hesaplanmas› istenilen
alan afla¤›daki flekilde taral› olarak gösterilmifltir.

S =
0

3
 x 2 - 2x  - -x  - 4  dx

 

=
0

3
 x 2 - x  + 4  dx

 

= x 3

3
 - x 2

2
 + 4x

0

 3
 = 33

2
  br2
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Şekil 10.13

Örnekte verilen f(x) ve g(x) fonksi-
yonlar›n›n gösterdikleri e¤rilerin ke-
sim noktalar›n› bulmak gerekmekte-
dir. Kesim noktalar› iki e¤rinin denk-
lemlerinin ortak çözümü ile bulunur.

Ö R N E K  1 9

Örneklerde görüldü¤ü gibi, verilen
fonksiyonlar›n çizimlerini yapmadan
alan hesaplamas› yapmay›z.

y

x
-4

f (x) 

1

g (x)

-4

-1
3



BEL‹RL‹ ‹NTEGRAL YARDIMIYLA TÜKET‹C‹ VE 
ÜRET‹C‹ RANTININ HESAPLANMASI
Bir tüketici, almak istedi¤i bir tüketim mal› için uygun gördü¤ü bir fiyat› ödeme-
ye haz›rd›r. Tüketici bu mal› al›rken ödeyece¤i fiyat ödemeye haz›r oldu¤u fiyat-
tan daha düflük ise aradaki farka tüketici rant› denir. Baflka bir deyimle, tüketi-
ci ödemeye haz›r oldu¤u fiyattan daha düflük fiyattan bir mal ald›¤› için kazançl›
ç›kacakt›r.

Tüketici rant›n› talep fonksiyonu yard›m›yla belirleyece¤iz. Bildi¤iniz gibi, bir
mal›n talep edilen miktarlar›yla bu mal›n fiyatlar› aras›nda talep fonksiyonu dedi-
¤imiz bir fonksiyonel iliflki vard›r.

Talep ile fiyat aras›ndaki iliflki ters yönlü oldu¤u için talep fonksiyonu azalan
bir fonksiyondur. Afla¤›da bir mal›n fiyat› p, talep edilen miktarlar x ve (x0 , p0)
denge noktas› olmak üzere p = f (x) ile talep fonksiyonunun grafi¤i fiekil 10.15'de
gösterilmifltir.

S =
0

10
 - x 2 + 10x  - x 2 - 10x  dx  =

0

10

 - 2x 2 + 20x  dx  = - 2x 3

3
 + 10x 2

 0

 10

 
= - 2000

3
 + 1000  = 1000

3
  br2
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Şekil 10.15

Şekil 10.14

y

x10

f (x) = x2 - 10x

25

g (x) = - x2 + 10x

-25

5

Ekonomi derslerinde tan›mlar›n› bil-
di¤imiz üretici ve tüketici rantlar›n›n
belirli integral yard›m›yle nas›l bulu-
naca¤› aç›klanacakt›r.

p

x

p = f (x) 

x0

(x0 , p0)
p0

Tüketici rant›n›n bulunmas› için fir-
man›n talep fonksiyonunu belirleme-
si gerekmektedir.  x0 fiyat düzeyin-
de tüketici rant›,

fleklinde hesaplan›r.

TR =
0

x0
 f (x) dx - p 0 x 0 
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fiekilde taral› olarak gösterilen alan tüketicinin ödemeye haz›r oldu¤u ve daha
düflük fiyattan mal ald›¤› için ödemedi¤i tutar› göstermektedir. Bu alan verilen ta-
n›ma göre tüketici rant›n› verecektir.

Talep fonksiyonu  p = 50 - 3x olan bir mal için talep miktar› 10 birim ol-
du¤unda tüketici rant›n› bulunuz.

olacakt›r.

Talep fonksiyonu olan bir mal için fiyat  p0 = 5  oldu¤unda tü-

ketici rant›n› bulunuz. 

p0 = 5 için talep fonksiyonu yard›m›yla talep miktar› olan x0 de¤erini bulal›m.

Talep  fonksiyonu   p = - x2 + 9 olan  bir  mal  için   x0 = 2   de¤erindeki
tüketici rant›n› bulunuz.

x0 = 2  ye karfl› gelen  p0 de¤eri, talep fonksiyonundan,

p0 = - (2)2 + 9 = 5

olarak bulunur.

5 = 60
3 + x 0

 fi  x 0 = 9

 
TR =

0

9
 60
3 + x 

 dx  - p 0 . x 0

 
= 60 ln  x  + 3   

 0

 9
 - 9 . 5 = 60 . ln 12 - ln 3  - 45

 
= 60 ln 4 - 45 = 120 ln 2 - 45  birim

p = 60
3 + x

 

TR =
0

10
 50 - 3x  dx - 10 . 20

 

= 50x - 3x 2

2 0

10
 - 200

 
= 500 - 150 - 200 = 150  birim

TR =
0

x 0
 f (x ) dx - p 0x 0
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x0 = 10  için p0 = 50 - 3 . 10 = 20
oldu¤undan

Ö R N E K  2 3



Bir mal›n arz fonksiyonu, bu mal›n fiyatlar›yla bu fiyatlarda arz edilen miktarlar›
aras›ndaki fonksiyonel iliflkiyi göstermektedir. Bir mal›n arz edilen miktarlar› x
de¤iflkeniyle, fiyatlar› ise p de¤iflkeni ile gösterilirse, talep fonksiyonuna benzer
flekilde arz fonksiyonu,

p = f (x)

olacakt›r. Arz fonksiyonu, iktisat derslerinden bildi¤iniz gibi, artan bir fonksiyon-
dur. Arz fonksiyonu ile (x0 , p0) denge noktas› afla¤›da fiekil 10.16 da genel ola-
rak gösterilmifltir.

Bir üretici üretti¤i mallar› piyasada satmaya haz›r oldu¤u fiyattan daha yüksek
bir fiyattan satarsa daha fazla bir kazanç elde eder. ‹flte bu kazanca üretici rant›
denir.

fiekilde bu rant taral› alan olarak gösterilmifltir. Tüketici rant› belirli integralin
alan bulma uygulamas› yard›m›yla,

formülüyle bulunur.

x de¤iflkeni üretim miktarlar›n›  p de¤iflkeni fiyatlar› göstermek üzere,
bir mal için arz fonksiyonu,

olarak  belirlenmifltir . Talep  miktar›  x0 = 7  oldu¤unda  üretici  rant›n›
bulunuz.

p = x + 9  

ÜR = p 0 x 0  -  
0

 x 0
 f (x ) dx

TR =
0

2
 - x 2 + 9  dx  - 5 . 2

 

= - x 3

3
 + 9x

 0

 2
 - 10  = 16

3
   birim
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Şekil 10.16

p
p = f (x) 

x0

(x0 , p0)p0

x

Ekonomi  derslerinde  gördü¤ümüz
gibi,  arz  fonksiyonu  verildi¤inde
üretici  rant›n›n  nas›l  bulunaca¤› aç›k-
lanacakt›r.  E¤er  f(x) = p arz fonk-
siyonu  ise  üretici  rant›, (x0 , p0)
noktas›nda, 

formülüyle bulunur.

ÜR = p 0x 0 -
0

x 0
 f (x) dx

Ö R N E K  2 4
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bulunur.

Bir mal için  x  de¤iflkeni miktar›,  p  de¤iflkeni fiyat› göstermek üzere arz
ve talep fonksiyonlar› afla¤›daki flekilde belirlenmifltir.

p = 20 - 3x2 Talep fonksiyonu
p = 2x2 Arz fonksiyonu

Bu fonksiyonlardan yararlanarak denge noktas›ndaki tüketici ve üretici
rantlar›n› bulunuz.

Denge noktas› arz ve talep fonksiyonlar›n›n kesim noktas›d›r. Denge noktas›nda-
ki fiyat ve miktar› bulmak için verilen fonksiyonlar› ortak çözelim.

20 - 3x2 = 2x2

20 = 5x2

4 = x2 fi x = ± 2 ,  x0 = - 2   olamayaca¤›ndan  x0 = 2  ,  p0 = 8 olur.

bulunur. Benzer olarak,

bulunur.

Afla¤›da verilen arz ve talep fonksiyonlar›ndan yararlanarak yanlar›nda gösterilen

fiyat düzeylerindeki üretici ve tüketici rantlar›n› bulunuz.

1. Talep fonksiyonu  p = -2x + 3  ise  x0 = 1  noktas›ndaki tüketici rant› nedir?

2. Arz fonksiyonu  p = 4x + 7  ise  x0 = 1  noktas›ndaki üretici rant›n› bulunuz.

ÜR = 2 . 8 -
0

2
 2x 2  dx  =  16 - 2 x 3

3  0

 2
  = 32

3
  br

TR =
0

2
 20 - 3x 2  dx  - 2 . 8  = 20x  - x 3  

0
2
 - 16 = 16 br

p 0 = 7 + 9 = 4     oldu¤undan
 

ÜR  = 4 . 7 -
 0

 7

 x + 9 dx

 

= 28 - 2
3
 x  + 9  x  + 9

0

7

 
= 28 - 2

3
 . 16 . 4 - 2

3
 . 9 . 3  = 10

3
  birim
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Kendimizi S›nayal›m
1. f (x) = x2 parabolü, x = 1, x = 2  do¤rular› ve x ek-
seni aras›nda kalan alan nedir?

2. f (x) = 9 - x2 parabolü  x = -2 ,  x = 3  do¤rular›  ve
x ekseni ile s›n›rlanan bölgenin alan› kaç birim karedir?

3. f (x) = 2x - x2 parabolü  x = -1 , x = 2  do¤rular› ve
x ekseni aras›nda kalan bölgenin alan› kaç birim karedir?

4. f (x) = 2x2 ve  g (x) = 27 - x2 parabolleri ile s›n›rlanan
bölgenin alan› kaç birim karedir?

a. 108
b. 107
c. 106
d. 105
e. 100

5. f (x) = x2 parabolü ve  g (x) = -x do¤rusu aras›nda
kalan bölgenin alan› kaç birim karedir?

6. x talep miktar ve p de fiyat olmak üzere, bir mal için
talep fonksiyonu,

p = -x + 3
olarak belirlenmifltir.  Buna göre, x0 = 2 için tüketici ran-
t› nedir?

a. 4
b. 3
c. 2

d. 1

e.

7. x üretim miktar› ve p fiyat olmak üzere, bir mal için
arz fonksiyonu,

p = 16 + x
olarak belirlenmifltir. Buna göre, x0 = 6 için üretici rant›
nedir?

a. 12
b. 13
c. 15
d. 18
e. 20

1
2

a.  3
2

 
b.  1
 
c. 1

5
 
d. 1

6
 
e.  1

8

a.  7
3

 
b. 8

3
 
c. 10

3
 
d. 11

3
 
e.  13

3

a.  87
5

 
b. 89

5
 
c. 100

3
 
d. 101

3
 
e.  103

3

a. 13
3

 

 
b.  11

3
 

 
c.  10

3
 

 
d. 7

3
 

 
e. 1

13
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Sir Isaac Newton (1643 - 1727)

Günümüz diferansiyel ve integral hesab›n ku-
rucular›ndan olan Newton, optik ve yerçekimi
konular›ndaki çal›flmalar› onun dünyan›n en
büyük bilim adamlar›ndan biri olarak bilinme-
sine neden olmufltur.
"Diferansiyel ve integral hesap her kilidi açan
öyle bir anahtard›r ki, onun sayesinde mate-
matikçiler geometrinin ve onun sonucu olarak
da do¤an›n s›rlar›n› keflfederler"

P. BERKELEY
"Modern matematik gittikçe hesap yerine dü-
flünceye yöneliyor. Buna ra¤men matemati¤in
baz› dallar› vard›r ki, hesaplama her zaman
önemini koruyacakt›r."

P. G.  LEJEUNE - DIRICHLET


