Matrisler

Amaglar

Bu iiniteyi calistiktan sonra;

@ matris kavranun taniyacak ve bir tablonun bir matris biciminde gosteriligi-
ni yazabileceksiniz,

& bir matrisin boyutunu tanvyip, matrislerin adlandiriisin égreneceksiniz,

@ uygun matrisler arasimda toplama, ¢arpma ve bir sayi ile carpma islemleri
yapabileceksiniz,

@ ters matris kavramin tanvyp, ilkel satir-stitun islemleri yoluyla ters matrisin
besaplanisini 6greneceksiniz,

@ dogrusal  denklem sistemlerinin  ¢bziimlerini matris yontemiyle
bulabileceksiniz,

@ cesitli ekonomi problemlerinin matrislerle temsil edilisini yazabilecek ve ¢o-
ziimlerini matris yontemiyle arastirabileceksiniz.
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 Ornekler iyi incelenmelidir.

» Ogrenciye bwrakilan sorularda verilenlerin ve bulunmas: istenilenlerin
neler oldugu iyi aywrt edilmelidir.

e Calisirken mutlaka kagit ve kalem kullanilmalidir ve alistirma sonucla-
r1 ¢coziilerek bulunmalidur.

Giris

Bu tinitenin konusu matrisler cebiri ve wygulamalaridir. Daba acik ifade edecek
olursak; bu tinitede matrislerin ozellikleri, tipi ya da boyutu, matrisler arasinda
cebirsel islemler, bu islemlerin sagladigr 6zellikler, satir ve stitun islemleri gibi ko-
nular ele alinacaktir. Uygulamada énemli yeri olan ters matrisin varligi ve hesap-
lanmasina iliskin bazi yontemler tizerinde durulacaktir. Biitiin bu gerekli kav-
ramlarin verilmesinden sonra, matrislerin uygulama alaninda énemini gosteren
tiirden 6rnekler verilecektir. Bu tiir 6rneklerin basinda, dogrusal denklem sistem-
lerinin matris gosterimleriyle ifade edilisleri ve ¢oziimlerinin irdelenmesi gelir.
Matris gosterimleriyle verilen bir dogrusal denklem sisteminin ¢oziimii yapilma-
dan, cozvimiin varligi, varsa tekligi belirlenebilir; ¢oziim varsa, ¢ozvimiin bulun-
masini kolaylastiran matris yontemler verilebilir. Bircok ekonomik iliskiler bir
dogrusal denklem sistemiyle ifade edilebildiginden, ekonomik iliskilerin matema-
tiksel olarak modellenmesinde matrislerin énemli bir yeri vardir. Ileride verecegi-
miz 6rnekler bu énemi daba iyi aciklayacaktir.
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MATRIS TANIMI, BiR MATRISIN BOYUTU VE OZEL
TURDEN MATRISLER

' Bu kesimde amaclanan, tablolarin matris olarak gosterilisi, mat-
LLUVNN 1is terminolojisinin tanmitilmasy, kare, satir, stitun, birim matrisler,
bir matrisin devrigi, matris egsitligi kavramlarimin aciklanmasidur.

Once "matris nedir?" sorusuna yanit arayalim. Giinliikk yasantimizda sayilarin,
degiskenlerin veya parametrelerin olusturdugu cesitli tablolar yapmaya ihtiyac¢ du-
yariz. Ornegin, bir fabrikanin iirettigi, diyelim ki bes tiir malin ilk altr aylik (iretim
miktarlarinin aylara gore dokiminin verilmesi istenirse, bunu gostermenin bir
yolu bes satir ve alti stitundan olusan bir tablo hazirlamaktr. Satirlarin karsisina
mal cesitlerini, stitunlarin tepesine de aylar yazilirsa, bir satir ile bir stitun kesisti-
gi yere de o ay icinde Uretilen o malin miktart yazilabilir. Bu tabloya fabrikanin
ilk alt aylik tretim tablosu denildigi gibi Giretim matrisi de denir. Asagidaki 6rne-
gi inceleyiniz.

Bir giyim atolyesinde uretilen mallarin yilin ilk ay1 icindeki Giretim miktarlar
asagidaki tablo ile verilmistir.

Ocak Subat Mart Nisan Mayis Haziran

Ceket 250 200 150 300 200 100
Pantolon 300 250 175 300 250 200
Yelek 100 75 75 50 25 0
Gomlek 350 400 350 300 325 350
Kravat 500 450 400 375 250 150

Bes satir, alt stitundan olusan bu tablo, hangi malin hangi ay ne miktarda tre-
tildigini gostermektedir. Kisa bir ifadeyle, atolyenin ilk alt aylik tiretim tablosu
veya Uretim matrisidir.

Sayilarin, degiskenlerin veya parametrelerin olusturdugu dikdortgen biciminde
bir tabloya bir matris denir.

Bir matrisi olusturan nesnelere o matrisin elemanlari ya da 6geleri adi ve-
rilir. Yatay cizgiler Gizerinde yer alan matris elemanlarina matrisin satirlari, disey
cizgiler Gizerinde yer alan matris elemanlarina matrisin stitunlar:t denir. Bir mat-
ris, satir sayisi ve stitun sayist ile ifade edilir. m sayida satiri, 7 sayida stitunu olan
bir matris icin mx7n ye matrisin boyutu ya da mertebesi denir. Bir matrisin bo-
yutu yazilirken daima 6nce satir sayist sonra da sttun sayist yazilir. Eger satir sa-
yist stitun sayisina esit ise, bu tir bir matrise kare matris denir. Boyutu nxn
olan bir matris, kisaca n- yinci mertebeden kare matris diye de ifade edilebilir.
Bir matrisin m sayida satiri ve bir tek stituna varsa, yani matrisin boyutu mx1 ise,
boyle bir matrise stitun matris ya da bir siitun vektor denir. Bir tek satiri ve 7
sayida sltunu, yani mertebesi 1x7 olan bir matrise de satir matris ya da bir
satir vektor denir.

Bir matrisin satirlart ve stitunlart normal parantez () veya koseli parantez [ ]
biciminde cizgiler arasina yazilir ve matrisin boyutu da parantezin sag alt kosesi-
ne yazilarak gosterilir. Bu kitapta matrisler icin ( ) gosterimini kullanacagiz.
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Asagida cesitli boyutlardaki matrisler icin birer 6rnek verilmistir.

2 x 4 boyutunda bir matris

-3 7 40)
05 V2 -8 1 |,

( 9 1 ) 2 nci mertebeden kRare matris
-5 3 l2x2
(1 32 -7 V3 hs Satwr matris (satwr vektér)
3
-1

Stitun matris (stitun vektor)

4 3x1

Matrisler, A, B, C, ... , X, Y gibi buylik harfler ile onlarin 6geleri de kiicuk
harfler ile gosterilirler. Boyutu mxn olan genel bir matrisin 7 -yinci satirt ile
J-yinci sttunun kesistigi yerdeki elemant a;; olarak yazilir. Boylece A matrisi
A = (a;j) , biciminde temsil edilebilir (Bu tir yazilislarda, yani bir matrisin bo-
yutunun yazilisinda olsun veya bir elemanin konumunun gosterilisinde olsun, da-
ima satir sayist ya da numarasi stitun sayisindan ya da numarasindan dnce yazi-
lir). Gosterilisi A = (), Olan m  satr, n sttundan olusan genel bir A matrisi,
elamanlarinin konumlar acik gosterilecek sekilde asagidaki bicimde yazilabilir:

aynl adi2 ... 6l1]' ... din « 1. satir

az dz2 ... dz ... d2n « 2. satir
A=

ain  di2 ... 4j ... Qin « 7 -inci satir

ﬂml ﬂmz P ﬂm] P ﬂmn

1. situn 2. stitun  j-yinci sttun

[ki matrisin boyutlar1 ve ayni konumdaki tiim elemanlart esit ise bu iki matri-
se esit matrisler denir. O halde, 4 = (@), ve B = (by) g matrislerinin esit ol-
mast icin gerekli ve yeterli kosul m = r, n = sve her i, jicin a; = bl-/ olmasidir.

A=(1 3 8

o -1 x

olmast icin x, y, z ne olmaldir?

) matrisinin B=( ! yoz ) matrisine egsit
o -1 5

A matris ile B matrisinin boyutlar: ayn: oldugundan, A4 = B olmast icin x = 5,
y =3, z=28 olmahdir.
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-3 5 7 0 1 3 5 -1
4= 0o 1 -1 8 |, B={ 2 7 8 |, ¢=

2 4 -5 5 9 -1 0 6
D=(230-1), E=(-4)

matrisleri veriliyor. Bu matrislerin boyutlarim, eleman sayilarint ve a,;,
bsy, c31,dy4, eg; elemanlarim bulunuz.

Her bir matrisi tek tek ele alip sorulart yanitlayalim. A matrisinin boyutu 3x4
dir; 6zel bir adlandirilist yoktur. Elemanlart sayist 3x4 = 12 dir. ayy, ikinci sa-
tir dordliincti stitunda bulunan eleman oldugundan a,, = 8 dir.

B matrisinin boyutu 3x3 diir; yani lG¢tinci mertebeden bir kare matristir.
Elemanlart sayist 3x3 = 9 dur. by, = - 1 dir.

C matrisinin boyutu 3x1 dir. Bu matris bir siitun matristir; elemanlar sayist 3
ve ¢z =06 di.

D matrisinin boyutu 1x4 dur. Bu matris bir satir matristir; elemanlari sayist 4
ve dy4 = -1 dir.

E matrisi boyutu 1x1 olan hem satir hem de stitun matristir. £ nin tek elemani
ell T T 4 dur

n- yinci mertebeden bir 4 = (a;; ) kare matrisinde ayy , a;; , ds3 , ...
elemanlarina kisaca matrisin kosegen elemanlar: denir.

Eger bir kare matrisin kosegen elemanlarinin hepsi 1 ve diger tim eleman-
lar1 0 ise, boyle bir matrise bir birim matris denir. 7- yinci merteben bir birim
matris icin

Ve e

’ a?’lﬂ

(,j=12,..,n)

dir. Her mertebeden birim matris vardir ve mertebesi 7 olan birim matris, ge-
nel olarak, I,, simgesiyle gosterilir.

Ornegin,
1 0 0
1 0
12=( ),13= 0 1 0
0 1
0 0 1

matrislerinden birincisi 2 c¢i mertebeden, ikincisi de 3 ci mertebeden birim
matrislerdir.

Bir A= (a;),,y, matrisi icin 4 nin devrigi (transpozesi) diye adlandirilan
ve Al = (@) ile gosterilen matris, boyutu nxm olan ve a’; = a; olarak
tanimlanan matristir. Bir baska ifade ile, A nin satirlarini stitun, stitunlarint da satir
yaparak elde edilen matrise 4 nin devrigi denir ve bu yeni matris A7 ile gos-

terilir. Ornegin,
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=5

aln diz a1z a4
A=| an axn ax» ax
asl  dsz2 d3z  dz4q /3x4

matrisinin  devrigi, boyutu 4x3 olan ve A nin satirlarini stitun kabul eden
matristir.

ailr d21  asl
Al = =| d12 d22 asz;

a'zy a'zsy a'zz a3z d23  dsz3
a4 dzi azg 143

. 3 3 0 0
-1 3
A=( o B={2] , ¢l 0o -5 o0
2 0 s/
ﬁ3x1 0 0 1 3x3

matrislerinin devriklerini bulunuz.

-1 2
r T
A=llglio LB =03 b 145 )
0 5 3x2
3 0 0
T
=l o -5 o | =¢
Q e
1. A= matrisinin 6geleri icin 2a,5 - 3a,1% - 4a,5 isleminin
31 32

sonucunu bulunuz.

2. A=

21
X ) , B= ( 214 ) matrislerinin esit olmalart icin x, y, z degerleri
Y z0 9 z z

ne olmalidir?

3. Ogeleri ﬂll = %2 = aSS = 1, ﬂlz = 6l21 = -1, ﬂls = ﬂ31 =2 ve ﬂ23 = ﬂ32 = 3
olan kare matrisi yaziniz.

1 x ¥
4. A=| 5 1 z | matrisiicin 4= A7 ise, A matrisinin bilinmeyen 06gelerini
3 45

bulunuz ve A matrisini yeniden yaziniz.
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MATRIS iSLEMLERI

Bu kesimde matris toplamasi, ¢itkarmasi, sayi ile ¢carpimi ve matris carpimi islem-
lerini tantyacak ve bu islemlerin kimi 6zelliklerini 6greneceksiniz.

Matris Toplami

A= () ey Ve B = (D), aynt tipten iki matris olsunlar. Ogeleri ¢;; = a; + by
(i=12,..m;j=12..m olan C= (clj-)mxn matrisine A ve B matrislerinin top-
lami denir ve bu matris C = A + B seklinde gosterilir. Bu durumda A ve B mat-
rislerine toplanabilir matrisler adi verilir.

Aciktir ki,
ainn diz ... adin bu bz ... b
ar d22 ... a2 b21 bzz e bz

A+ B= "o+ "
am adm2 ... Gmn bm bmz ... bun
antbn  antbiz ... autbin

| axztba antbn - aztban
amtbm  amtbme . .. a mutbmn
dir.

A ve B matrislerinin A - B farki da benzer sekilde tanimlanir.

A=(3 2 '1) i B=(_1 7 4) matrisleri icin A + B , A - B matrislerini

045 3-20
bulunuz.
+(-1 2+7 -1+4
g3 =(293)
0+3 4+ (-2) 5+0 3 2 5

3;):1) 4:72) ;j )_(-4 B _S)

Sayi lle Carpma

Bir matrisin bir say1 ile carpimi, o matrisin elemanlarinin konumlarini boz-
madan, tim elemanlarin verilen sayi ile carpimiyla olusturulan matristir. Yani &
bir sayt ve A = (a;)),,,, verilen bir matris ise, k ile Anin kA ile gosterilen say1
ile carpimi kA = (Rat;j) y,, Olarak tanimlanan matristir.

i 2 RNEK 6

k=5wve A=| 3 0 icin RA matrisini bulunuz.

1 5
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4 -2 54 5.(-2) 20 -10
kA=5| 3 0 |=| 53 50 15 0
15 51 55 5 25

1 Ocak 1999 taribinde peynir, et, seker fiyatlar: milyon TL/kg olarak F
matrisiyle veriliyor.

15 Peynir
F=125 | E
04 / Seker
Enflasyonun ber yil %30 oraminda artacagint varsayarak, 3 yil

sonra 1 Ocak 2002 taribindeki peynir, et, seker fiyatlarini temsil eden
stitun matrisi bulunuz.

1. yid sonunda F; = F+ 0,30 F= 1,30 F

2. yil sonunda F, = F; + 0,30 F; = 1,30 F; = 1,30 (1,30 /) = (1,30)2 F
3. yil sonunda Fy = F, + 0,30 F, = 1,30 F, = 1,30 (1,30)% F = (1,30)3 F
olur. Boylece aranilan matris, yani 3 yil sonraki fiyat matrisi

1,5 2,197.1,5 3,2955
F5=(1,30) F=2197 | 25 |=| 219725 |=| 54925
0,4 2,197.0,4 0,8788

olarak bulunur.

Bir A matrisi icin (- 1) 4 = - A olarak gosterilir. S6zgelisi, 6. Ornekteki A
matrisi icin

4 2
A=l -3 0
15

dir.

A=(5 -4),B=( 2 s
1 7 -1 3

A + kB matrisini bulunuz.

A+/eB=A+(—1)B=(

ol

1 7

=( 3 -4)+(-2 -5)=(3-2 -4-5
1 7 1 -3 1+1 7-3

olur. O halde, A+ (-1) B= A - B dir.

)=A-B
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Tim elemanlari sifir olan bir matrise sifir matris denir. Her mertebeden sifir
matris vardir ve genel olarak sifir matris O simgesiyle gosterilir. Aciktir ki, her A4
matrisi icin A - A = O dir.

Bir A matrisiicin A =-A ise, A min sifir matris oldugunu gosteriniz. m

A herhangi bir matris olsun. A =- A4 ise, bu esitligin her iki yaninit 4 matrisi ile

toplarsak
A+ A=A+ (A
2A=A-A=0
24=0
A=0

olur. O halde, A sifir matristir. (Burada O, A ile ayni mertebeden olan sifir mat-
risi gostermektedir).

iki Vektoriin ic Carpimi
A bir satir vektor, B de bir stitun vektor olsun. Eger A4 ile B nin elemanlar: sa-
yist esit ise, A nin her bir elemaninin B nin karsilik gelen elemant ile carpilip top-
lanmastyla elde edilen saytya A satir vektoriiyle B stitun vektorinln i¢ carpi-
mu1 denir ve bu say1 4. B ile gosterilir. Kisaca

b

bn

A=(a11a12...a1n) ve B= ]

bnl
ise,
A.B=ay by + ap by + ..+ ay, by

olur.

5

vektorleri icin A. B ic carpimint besaplayiniz.

1
A.B=( 2 3 _4) 7 =2.(-1)+3.7+(-4).5

5

=-2+21-20=-1

bulunur.

Matris Carpimi

Simdi iki matrisin ¢arpimini tanimlamak istiyoruz. Iki matrisin toplaminin veya far-
kinin tanimlanabilmesi icin bunlarin boyutlarinin esit olmasi gerektigini biliyoruz.
ki matrisin ¢arpiminin tanimlanabilmesi icin de bunlarin boyutlar arasinda bir
iliski olmasi gerekmektedir. Bu iliski sudur: Matrislerin birincisinin stitun sayist
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ikincisinin satir sayisina esit olmalidir. Bu kosul altinda iki matrisin ¢arpimini asa-
gidaki sekilde tanimlayabiliriz:

A= (ay) p,, matrisi ile B = (by),,,, matrisinin AB ile gosterilen ¢carpimi dyle
bir C = (cij) matrisidir ki, € nin boyutu mxr dir ve Cij elemant A nin #- yinci satir
vektort ile B nin j- yinci stitun vektorintn i¢c carpumdir; yani her i=1,2, ..., m
ve j=1, 2, ... r icin

by
baj
ci=Can ain - am)| |=anbijtanbyt- + ainby
buj
veya kisaca
n
Cij = Z aik bkj
k=1
dir.
AB = C carpiminin daha iyi anlasilmast icin tanimi biraz gorsellestirelim:
A B C
S by S
I - yinci satir a1 Ajy - Ay . i =1 ...... Cijovree- ¢« I-yina
vektort : _] satir
mxn nr mxr
j - yinci stitun Jj - yinci siitun
vektort
A 1 0 -2
2 7 2
A= ( ) , B= 8 5 _1 , C= ( 3 )
-1 5 9 a3 0 5 Jaxa

6 4 2 /3x3

matrisleri icin tanmiml olan carpimlar: belirleyiniz ve carpim matrisleri
bulunuz.

Sadece AB ve CA carpimlart tanimlidir. (Nedenini siz aciklayiniz)

1 0o -2

2 4 7
AB=( ) 8 3 -1
-5 9 by
6 4 PR
I 2.1+48+76 2.0+ 43+ 74 2.(-2)+4.(-1)+72
-11+58+96 -1.0+53+94 (1)(2)+5(-1)+92

(76 40 6)
93 51 15 2x3
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Zn. 32) ( 2 4 7 )
05he V-1 5 9 s
32+2.(-1) 34+25  37+29
02+5.(-1) 04+55  07+59

[ 4 22 39)
-5 25 45 2x3

Bir konfeksiyon atolyesinde satisa bazwlanan dort parti giyim esyasinin um
miktarlart E matrisi, bu esyamn birim fiyatlar: da milyon TL olarak F

matrisi ile veriliyor. Her bir parti malin degerini gosteren stitun matris D

yi bulunuz.

Ceket Pantolon Gomlek Kravat

100 150 250 200 1. parti
E= 75 100 175 175 2. parti
125 125 100 100 3. parti
140 160 300 250 4. parti
80 Ceket
Pantol
e 20 antolon
15 Gomlek
10 Kravat

Her bir parti malin degerini gosteren matris D = EF dir. O halde,

100 150 250 200 80

75 100 175 175 20
125 125 100 100 15
140 160 300 250 10

D=EF=

8000 + 3000 + 3750 + 2000
6000 + 2000 + 2625 + 1750
10000 + 2500 + 1500 + 1000
11200 + 3200 + 4500 + 2500

16750 1. parti malin degeri
_ 12375 2. parti " T
15000 3. parti ’ !

21400 4. parti o 1
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=

Al 6grencinin devam ettigi bir dersin iki ara sinav ve bir genel sinav not-
larvmin dokiimii S matrisi ile veriliyor. Ara sinavlar %20 ve genel sinav
%60 agwrhkh olduguna gore, donem sonunda bu égrencilerin basar: not-
lar: listesini (matrisini) bulunuz.

l.ara 2.ara Genel
smnav  smnav  smav

42 65 70 1. vgrenci
55 40 65 2. dgrenci
5= 30 50 60 3. ogrenci
76 82 85 4. dgrenci
30 40 43 5. dgrenci
70 83 92 6. dgrenci

Ara smavlarin ve genel sinavin agirliklart matrisini 4 ile gosterecek olursak, A
matrisini

0,20
A=[ 0,20
0,60

stitun matrisi olarak alabiliriz. (4 y1 neden satir matris degilde stitun matris olarak
aldigimizt siz distintintiz). O zaman, O0grencilerin basart notlart matrisine B diye-
cek olursak, B = SA olur. Boylece

42 65 70 0,20 8,4 +13 + 42 63,4
5 40 65 11 +8 + 39 58
Booio| 0 0 6 ox0 || 6 10+ 3 | =2
76 8 8 152 +164 +51 82,6
30 40 43 6+ 8 + 258 39.8
0 8 02 0,60 14 + 16,6 + 552 85,8

elde edilir.

1. A= (_2 3 ) , B= ( 1 _3) matrisleri icin A - 2B + AB matrisini bulunuz.
05 2 4
9
2. A= 3 7)saur vektoriiile B=[ 5 | silitun vektoriiniin i¢ carpimi olan sayryi

bulunuz.
-1
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3.A=(2 0),B=(1 1), ¢

1 -2 21
a) AB b) BA
d) 42 e) A (B+C)

matrislerini bulunuz.

-12
0 2

) matrisleri veriliyor.

c) (4B) C

MATRIS iSLEMLERININ OZELLIKLERI

Matris islemlerinin sagladig: kimi 6zelliklerin tanitilmasau.

Matris toplamast, ¢tkarmasi, sayi ile carpimi ve matris carpimina iliskin kimi 6zel-

likler asagida dort grup olarak siralanmistir. Bu gruplarda gecen islemler icin ve-

rilen matrislerin uyumlu olduklari, yani iki matrisin toplami s6z konusu ise bu
matrislerin toplanabilir olduklari, carpimlart s6z konusu ise carpilabilir olduklar
kabul edilmistir. Ozelliklerin kanitlarina girilmeyecek, bazilarinin érneklerle dog-

rulanmasiyla yetinilecektir.
I. ) A+B=B+4
iD U+B+C=4+B+0)

iii) A+ O=0+A4=4

iv) A+(-AD=0
II. & Ry, ky, sayiar

D kA= Ak

i) (b + k) A=k A+ ky A

ii) R(A+ B) = kA+ kB

i) Ry (ky A = (ky ky) A

iv) k(AB) = (kA B= A (kB)
.y ABC)=(@AB C

i) A(B+ C)=A4B+ AC
iii) IA=Al= A

IV.) A4+ BT=A4T+ BT
i) (ATHT=4

iii) (kAT = kAT
iv) (AB)T = BT AT

Matris toplamasinin degisme ozelligi vardir.

Matris toplamasinin birlesme veya paran-
tez kaydirma 6zelligi vardir.

Sifir matris, matris toplamasinin etkisiz ele-
manudir.

- A, A matrisinin toplamsal tersidir.

Matris carpiminin birlesme veya parantez
kaydirma 6zelligi vardir.

Matris carpiminin toplama tzerine dagilma
ozelligi vardir.

(Burada A kare matris degilse, soldaki
birim matris ile sagdaki birim matrisin mer-
tebeleri farklidir.)

Simdi yukaridaki kimi ¢zellikleri ¢rneklerle dogrulayalim ve 6nemlerine

deginelim.
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- 2y -4
5 -4 3 7 1 0
matrisleri veriliyor. Bu matrisler icin matris toplaminmin birlesme oOzel-
ligi I (ii) yi dogrulayiniz.

(A+B)=( 2 3x)+( y —x)=(2+y 2x)

5 -4 3 7 8 3

(A+B)+ C=

2+y 2x )+( 2y —4x)_(2+3y—2x)
8 3 1 0 9 3

(B+c)=( y x)( 2 4x)( 3 -Sx)

1 0 4 7

2 3x)+
5 -4

3y —5x)_(2+5y - 2x )
4 7 9 3

O halde, (A+ B) + C= A+ (B+ O dir.

Matris toplamasinin birlesme 6zelliginin 6énemi sudur: Sonlu sayida toplanabilir
matris icin parantez kullanmadan bunlar arasina + isareti konularak toplamlari ya-
zilabilir. Ornegin, A+ B+ C, A+ B+ C+ D yazlislart anlamlidir. Ciinkii bu top-
lamlar ikili nasil gruplanirsa gruplansin sonu¢ degismeyecektir.

Genel olarak, matris carpiminin degisme Ozelligi yoktur; yani

AB # BA

dir. Cinkti AB carpimi taniml iken BA tanimli olmayabilir veya tersi (sozgeli-
si, A nin boyutu 2x3 ve B nin boyutu 3x4 ise AB ¢arpimi tanimli BA ¢carpimi
tanimli degildir). Aslinda AB ve BA carpimlarinin her ikisi de tanimli olsa bile,
genelde esitlik yoktur. Asagidaki 6rnek bu durumu agiklamaktadir.

)

matrisler icin AB # BA oldugunu goériiniiz.

N

AB=(1 2 )(1 )=('1+4 5+14)=( 3 19)
3 4 2 7 -3+815+28 5 43

BA:(—l 5 )( 1 )=(-1+15-2+20)=(14 18)
27 3 4 2+21 4+28 23 32

oldugundan AB# BA dir.

\S}
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A ve B carpilabilir matrisler ve bu matrislerden biri sifir matris ise AB carpi-
minin sifir matris olacagi aciktir. Fakat bunun tersi dogru degildir; yani 4 # O ve
B # O oldugu halde AB = O olabilir. Asagidaki 6rnegi inceleyiniz.

TN

matrisleri veriliyor. AB carpiminin sifir matris oldugunu gosteriniz.

AB=(3 9)(-3 9)=(-9+9 27 - 27 )=(o o)
1 3 1 -3 -3+3 9-9 0 0

Bu 6rnek sunu gostermektedir: A ve B gibi iki matris icin AB = Oise A= O
veya B= O olmak zorunda degildir. Oysa a, b gercel sayilari icin ab =0 ise
a =0 veya b= 0 olmak zorunda oldugunu animsayiniz. Yine a, b, ¢ sayilar icin
ab=ac(a+0) ise, b= cdir. Gergel sayilar icin carpmanin kisaltma ¢zelligi ola-
rak bilinen bu 6zellik de matris ¢carpimi icin genel olarak gecerli degildir. Asagidaki
ornegi inceleyiniz.

A ) ( 2 3 ) , B ) ( _ 2 1 ) 7 C ) ( 1 1 )
6 9 3 2 12
matrisleri veriliyor. Bu matrisler icin Risaltma kuralinin gecerli olmadigin

gosteriniz.

( 9 )(— ) ( — + 7 + ) ( 5 4 )
AC—( ) ( )—( )—( )

O halde, AB = AC dir; fakat kisaltma kurali gecerli degildir. Clinkti B # C dir.

—_

Matris carpimminin birlesme 6zelligi I1I(i) nedeniyle carpilabilir matrisler i¢in
ABC, ABCD gibi yazilislart anlamli olur. Asagidaki 6rnek, matris carpiminin birles-
me Ozelligini dogrulayan bir 6rnektir.

1

A=(1 0)7B=(410),C=0
2 -3 01 2

5

matrisleri icin (AB) C = A (BC) = ABC esitligini dogrulayiniz.
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AB c ABC
1
(AB)C=(4 1 o) =(4)
8 -1 -6 _22
1
BC=(4 1 0) _( 4 )
012 10
A BC ABC

A(BC)=( l _03 )( 140 )=(;)

Boylece carpilabilir A, B ve ¢ matrisleri icin (AB) C'= A (BC) = ABC esitligi dog-
rulanmis olur.

Matris carpimin  birlesme 06zelligi, kare bir matrisin pozitif bir kuvvetinin
tanimlanmasini da saglar. A bir kare matris ve n de pozitif bir tam say1 ise, 4 nin
n- yinci kuvveti

A=A. A . A..A

;\/—/

n tane

olarak tanimlanir. Ozel olarak, A4 bir kosegen matris

an 0 0
4 = 0 ann 0
0 0 cee o Amm
ise,
“1n1 0 0
A7 = 0 ay 0
0 0 a,.

olur.
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A= o -1 o0 kosegen matrisinin besinci Ruvvetini bulunuz.
0 0 3
211010 2 0 0

5 _ -

A=t o (-1 o |7l o -1 0
o 0 3 0 0 243

) o

matrisleriicin (A+B)T=AT+ BT ve (AB)T = BT AT egitliklerini dogrulaymz.

Ar=(3 5) BT=(-2 1)
1 2 0 2

=

matrisleri veriliyor. Asagidaki matrisleri hesaplayiniz. Eger matris islemi tanimlt
degilse, neden tanimli olmadigint aciklayiniz.

a) A+ B, b) A- B, c) B+ C, d) 34, e) B+ (T,
f) 44 - 2B + 3CT, g) AB, h) AC, DUA+B C AT,
m) A + X = B olacak sekildeki X matrisini bulunuz.

n) A+ Y= O olacak sekildeki Y matrisini bulunuz.
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2. A= ( 2 3 4 ) , B=| ¢ | matrisleri veriliyor.

5
a) AB matrisini bulunuz.

b) Bu vektorlerin i¢ carpimi olan A . B sayisint hesaplayiniz.

3_A=( 3 01 ),B=( 13 -1/6

0 2 0 1/2
AB = BA = I esitligini dogrulayiniz.

) matrisleri veriliyor.

4. A=( 1 12) , 1 =( 1 0 ) matrisleri veriliyor.
03 0 1

AX = XA = I esitligini saglayacak sekilde bir X matrisi bulunuz.
5. Bir giyim magazasinin ti¢ ambarinda bulunan dort kalem mallarinin degerleri,
milyon TL olarak, asagidaki D matrisi ile veriliyor. Eger bu magaza, mallarina
%20 zam yaparsa ambarlarindaki mallarin degerlerini temsil eden matris ne olur?
500 750 900
650 525 830
420 640 835
340 590 610
6. A ve B boyutlart ayni olan kare matrisler ise,

(A+ B?2= A2+ AB+ BA + B2
esitligini gosteriniz.

1 0 0
7.4= o Y2 0 matrisi veriliyor.
0 0 -5

a) A% matrisini bulunuz.
b) AB = BA = I olacak sekildeki B matrisinin

1 0 0
B=l o 12 o
0o 0 -1/5

oldugunu gosteriniz.
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8. Bir sirket satin almak istegi 90 adet televizyon, 110 adet buzdolabi, 70 adet ca-
mastr makinast icin dort ayri firmadan fiyat teklifleri aliyor. Firmalarin bu mallar
icin verdikleri birim fiyatlar, milyon TL olarak, A matrisi ile temsil edilmektedir.

v Bd Cm

130 180 170 1. firma
150 175 165 2. firma
120 190 150 3. firma
140 200 160 4. firma

Eger sirket bu mallarin hepsini ayni firmadan almak isterse, minimum toplam

fiyati hangi firma vermistir?

TERS MATRIS

IWIXYE Tersi olan kare matrislerin terslerinin bulunmasu.

A bir kare matris olsun. A4 ile sagdan ve soldan carpildiginda aynit birim matrisi
veren bir matris varsa, bu matrise A nin tersi denir ve bu matris A1 ile gos-
terilir. O halde, 4 nin tersi Al varsa,

AAl = AL A=

dir.
Simdi ters matrise iliskin dogrudan tanimdan elde edilebilecek bazi uyarilar ve

sonuglar siralayalim:

i) Ancak kare matrislerin tersleri olabilir. Her kare matrisin de tersi yoktur.

ii) A matrisinin tersi varsa, bu ters matris de kare matristir ve boyutu A nin bo-
yutu ile aynudir.

iili) A nin tersi varsa bu ters matris tektir.

iv) Animn tersi A1 varsa, Ada Al in tersidir; yani (A1) = A4 dir.

A= ( 5 1 ) , B= ( 4 -u ) matrisleri veriliyor. A1 = B oldugunu
1 4 -1 3
gosteriniz.

i [ R

oldugundan Al = B dir.
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20 i . - e
A= matrisinin tersinin olmadigum gosteriniz.
5 0

A matrisinin tersinin varligini kabul edelim. Bu matris A4 ile ayni boyutta bir mat-
ris olacaktir; diyelim ki

bu b
ban b

B=

olsun ve AB = BA = I esitliklerini saglasin.
bu b 2by1 2b
AB=( 2 0 )( 11 12)=( 11 12)=( 1 0 )
5 0 b b 5b11 5biz 0 1
Sag yandaki son iki matrisin esitliginden

2b11 =1 2b12 = O
51711 = 0 51712 = 1

denklemleri elde edilir. Aynt zamanda by = 1/2 ve by = 0 (benzer olarak
b, =0 ve b, =1/5) olamayacagindan, AB = I esitligini saglayan bir B matri-
si bulunamaz. Oyleyse A matrisinin ters matrisi yoktur.

A matrisinin tersi varsa, tek oldugunu gosteriniz.

A matrisinin iki tane tersinin varligini kabul edelim. Bunlar B ve C olsunlar.
O zaman

AB=BA=1
AC=CA=1

esitlikleri vardir. Simdi bu esitlikleri ve carpimin birlesme ¢zelligini kullanirsak
B=BI=B(AC)=(BA) C=1IC=C

olur.

A ve B aymi boyutlu tersleri olan matrisler ise, AB carpim matrisinin de
tersinin var oldugunu ve (AB)! = B! A1 oldugunu gosteriniz.

A ve B ayni boyutlu tersleri olan matrisler ise, AB ve Bl A1 carpmmlart da
tanimhidir. AB = ¢ diyelim. CD = DC = I olacak sekilde bir D matrisi var m1?
Eger D= Bl Al alirsak aranilan kosullar saglanir. Gergekten,

CD=(AB) (B1A) = ABBH Al =AU) A1=(A]) Al =441 =]
DC= (Bl A (UB) =Bl AL AH B=B1U)B=B1UB =B1B=1

oldugundan C-! = D; yani (AB) = B-1 41 dir.
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1
A= ( 5 ) matrisinin tersini bulunuz.
0

¥y

z t

A matrisinin tersi varsa, B =

) biciminde bir matris olacaktir ve

AB = BA = I kosulunu saglayacaktir. Buna gore,

AB=( 1 3 )( x oy )=(x+3z y+ 3t )=( 1 0 )
20 z 1 2 2y 0 1

matris esitliginden

X + 3z =
2%¢ =
y + 3t =
2y =

_= O O

dogrusal denklem sistemi elde edilir. Sistem yeterince basit oldugundan ¢6zimu-
ni hemen yazabiliriz: x = 0, y = 1/2, z=1/3, t = - 1/6 bulunur. Simdi

B=( 0 1/2)
/3 -1/6

matrisinin - A nin tersi, yani B = 4! oldugunu kolayca dogrulayabiliriz:
AB:( 13 )( 0 1/2 )=( 10 )
2 0 /3  -1/6 o1

( |/6 )( 2 (0] ) ( ( | )
1/3 - /
Oldugundan

R =( 0 1/2 )
/3 -1/6

bulunur.

ilkel Satir islemleri ve Ters Matrisin Hesaplanmasi

Bir kare matrisin tersini hesaplamanin bircok yontemi vardir. 25. Ornekte 2 nci
mertebeden bir kare matrisin tersinin nasil bulunabilecegini gordik. Ancak, bu
yol i¢ ve daha yukart mertebeden matrislerin terslerinin bulunmasinda uygun bir
yol degildir. Ornegin, liclincii mertebeden bir matrisin tersini bulmak icin dokuz
bilinmeyenli dokuz denklemden olusan bir dogrusal denklem sistemini ¢6zmek
durumunda kaliriz. Bu nedenle, ters matrisi hesaplamanin daha uygun yontemle-
rini 6grenmeliyiz. Bu yontemlerden biri de Gauss Yontemidir. Gauss Yonteminin

:
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ne olduguna girmeden 6nce bir matrisin satirlart arasinda tanimlanan ilkel satir is-
lemlerinden sz edelim:

Dogrusal denklem sistemlerinin ¢dziimlerini arastirirken (11. Unite) tig tiir te-
mel satir isleminden s6z etmistik. Ayni tir islemler bir matrisin satirlarina uygu-
landiginda bu islemlere ilkel satir islemleri, elde edilen matrise de verilen mat-
rise satir esdeger matris denir. Simdi ilkel satir islemlerini gorelim:

Uc tip ilkel satir islemi vardir:

I. Matrisin iki satirinin yerlerinin degistirilmesi
II. Bir satirin sifir olmayan bir say1 ile ¢carpilmasi
III. Bir satrin bir sayz ile carpilip baska bir satir Gizerinde toplanmasi

Satir islemleri dogrusal cebirin en ¢nemli araclarindan birisidir. Dogrusal denk-
lem sistemlerinin ¢oztimlerinin belirlenmesinde ve daha kimi konularda hem ku-
ramsal hem de uygulama acisindan neredeyse kacinilmazdir. Bu nedenlerden do-
lay1 satr islemlerinin mekanik bir bicime getirilmesi oldukca yararlidir. Oncelikle
bir matrise satir islemleri uygulamaktan beklentimizin ne olduguna aciklik getire-
lim. Amac yapilan islere gore degismekle birlikte genelde verilen matrisi basa-
mak bicimine getirmek cogu problem icin yeterlidir. Simdi basamak matrisin ne
oldugunu tanimlayalim. Eger verilen bir matriste her satirin sifirdan farkl ilk 6ge-
si bir ve bu birin oldugu stitunda birden sonra gelen 6geler sifir ise boyle bir mat-
rise basamak bi¢ciminde (ya da esolon bicimde) bir matris denir. Asagida Or-
nek olarak gosterilen matrisler basamak bicimdedir.

1230
10001
001-1 101
1-34 00110
000O0(|f[O0OO0T1]} J
001 000T1-1
000O0 000
00O0O01
000O0

Yukaridaki 6rneklerden kolayca anlasilacagi gibi oncelikle her satirin ilk 6ge-
sine bakiyoruz, eger bu 6ge bir ise birin altindaki 6genin sifir olup olmadigini de-
netliyoruz. Simdi verilen bir matrisin sistematik bir sekilde bu bicime nasil getiri-
lecegini gorelim. Basamak bicimin tanimindan da anlasilacag: gibi oncelikle, eger
birinci satirin birinci 6gesi sifirdan farkli ise bu 6geyle birinci satir bolintr. Eger
birinci satirin birinci 6gesi sifir ise, birinci satir, birinci 6gesi sifirdan farkli olan
herhangi bir satir ile degistirilip yukaridaki islem uygulanir. Daha sonra birinci sa-
tir i > 2 icin i yinci satirin ilk 6gesi @ nin toplamsal tersi - a ile carpilip i- yinci
satir Uizerine toplanip, birin altinda kalan 6geler sifir yapilir. Bu sayede basamak
bicim icin birinci satirin gerceklesmesi gereken kosul saglanmis olur. Daha sonra
ayni islem ikinci ve daha sonraki satirlara uygulanir. Boylece verilen matrisin ba-
samak bicimine getirmis oluruz. Simdi bir 6rnekle uygulamay: gorelim:

13 -1

A=} 1 4 matrisini basamak bicimine getiriniz.

211
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1 3 -1} ay; =1 oldugundan ikinci ve ticlincti satirin birinci dgelerini sifir
0 1 4 | yapmaliyiz. Ikinci satirin ilk 6gesi sifirdir. Uctincii satirin ilk 6gesini
stfir yapmak icin birinci satir 2 ile carpilip tg¢tinct satira eklenir.

211
1 3 -1 1 3 -1
- 0 1 4 = 0 1 4
24+12 1+32 1+ (1.2 0 7 -1

13 -1

ikinci satirin ikinci 6gesi 1 oldugundan, ticlincl satirin ikinci 6gesi
014 sifir yapilmalidir. Bunun icin ikinci satir -7 ile carpilip Gi¢ctinct
satira eklenir.

0 7 -1
1 3 -1 1 3 -1
[ 0 1 4 T 0 1 4
0 7 +1. (-7 -1+ 4.-7) 0 0 -29
13 -1 .
L Uctinct satirin Gclinet 6gesini bir yapmak igin ticiincti satirin her
014 Ogesini Gglincl satirin Ggtinel 6gesi olan -29 sayisina bolduk.
001

Apacik olarak bu son elde ettigimiz matris basamak bicimindedir.

:

4 1 -2
A= matrisini basamak bicimine getirelim.
3-10

( 41 -2 ) ik satirin ilk eleman1 1 olmadigi icin bu satirin her elemanini 4 e

310 bolelim.

| 1 1/4 -2/4) Ikinci satinin birinci 6gesini sifir yapmak icin birinci satirin
3 1 0 - 3 katini ikinci satira ekleyelim.

1 1/4 -1/2 _( 1 1/4 _1/2)

0 -1+ 12,(_3) 0+ (_ 15) (-3) 0 -7/4 3/2

1 1/4 -1/2 Ikinci satirin ikinci 6gesini 1 yapmak icin ikinci satirin her
0 -7/4 3/2 Ogesini - 4/7 ile carpalim.
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0 14 12 0 14 172
0 1 3. ( i) o 1 -¢
2 7 7

Son bir ornek daba A= ( 01

) matrisini basamak bicimine getirelim.
21

01 Birinci satirin birinci 6gesi sifir oldugu icin bu satirin ilk 6gesini
stfirdan farkli olan ikinci satir ile yer degistirelim.

21

~ (-2 t ) [k satirin ilk 6gesini 1 yapmak icin birinci satir1 -2 ye bolelim.
01

~( 1 -1/2)
0o 1

elde edilir.

Eger bir A kare matrisi A nin satirlarina uygulanan ilkel satir islemleri sonucun-
da birim matrise donustirilebiliyorsa, bir baska ifadeyle A matrisi birim matris 7

ya satir esdeger ise, A matrisinin tersi vardir. Bunun icin, 4 ile 7 asagida oldugu

gibi yan yana yazilir ve elde edilen

“a:n

blok matrisine ilkel satir islemleri uygulanirsa, A nin yerinde birim matris olustu-
ruldugunda, 7 nin yerinde olusan matris 4! olur. Kisaca (A:I) blok matrisi bir (Z:B)
matrisine doniistirtlebildiginde B = Al dir. Bu yolla A1 matrisinin bulunmasima

Gauss Yontemi denir.

| ORNEK A=( 103

) matrisinin varsa, tersini bulunuz.
2 -4

Gauss Yontemini uygulayalim:

( A ]) |1 3 : 1 0 Birinci satirt - 2 ile carpip ikinci satir
2 -4 : 0 1 uzerinde toplayalim.

l
—_—
—
W
—_

0 ) Ikinci satirt - % ile carpalim.
0 -10 : -2 1
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1 3 - 1 0 ikinci satirt - 3 ile carpip
T ( ) birinci satir lizerinde
0 1 3 /5 -1/10 | toplayalim.
T ( 1 0 : 2/5  3/10 )
0 1 : /5 -1/10
olur. A nin yerinde birim matris olustugu icin A! vardir ve
A_1=B=( 2/5 3/10)=L(4 5)
/5 -1/10 B
dir.
-3 0 1
A= 1 2 3 matrisinin varsa, tersini bulunuz.
0 0 5

0
0

—_
b
~
N—
I
1
S =W
S N O
N W =
S O
o = O
—_

0 0 1 0o 0 1/5

0o 0 1 : 0 0

1 0 -1/3 : -1/3 0
o 1 53 : 1/6 1/2

1 0 0 ©-1/3 0 1/15
0 1 0 C1/6 1/2 -1/3

|
| |
[y
| e
| e

Birinci satir ile ikinci satirt
yer degistirelim.

Birinci satirt 3 ile carpip
ikinci  satir  Uzerinde
toplayalim; tictinct satirt
1/5 ile carpalim.

Ikinci  saurt  1/6 ile
carpalim.

Ikinci satir1 - 2 ile carpip
birinci  satir  Uzerinde
toplayalim.

Uclincti  satr1  1/3 ile
carpip birinci satir
tzerinde; - 5/3 ile carpip
ikinci  satir  Utzerinde
toplayalim.
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oldugundan, A matrisinin tersi vardir ve Al = B dir; yani

-1/3 0 1/15 -10 0 2
-1 -
A=l e 12 -3 |50 s 15 -10
0 0 1/5 0 0 6
olur.
| ORNEK |

A =( ) matrisinin varsa, tersini bulunuz.

-3 -6

Gauss Yontemini kullanalim:

Birinci satirin 3 katini ikinei satira
ekleyelim.

~(12510)
00 : 31

Birinci blokun ikinci satirt buittintiyle sifir oldugundan artik burada birim matris
olusturulamaz. O halde, A matrisinin tersi yoktur.

=

1 A=( 11 ),B=(_2 1 ), C=(_2 ! ) matrisleri
3 2 3 1 3 -1

veriliyor. Bu matrislerden hangileri birbirlerinin tersidir?

2 0 0 1/2 0 0
2. 4= 3 0 matrisi i¢in A7 = 0O 1/3 0
0 0 1/4 o 0 4

oldugunu dogrulayiniz.

3. 47 =( 0 ! ) ise, A matrisi nedir?
1 2

4. Saur islemleri uygulayarak

1 0 0
A= -3 o 2
1 2 0

matrisini birim matrise dontistiiriintiz. A1 var mi, varsa hangi matris?
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5. Asagidaki matrislerin terslerini Gauss yontemiyle bulunuz.

2 6 10

A=(1 2)7B=(5 -1),C= 01 s
3 4 0 2

0 0 4

DOGRUSAL DENKLEM SiSTEMLERININ
MATRISLERLE GOSTERILISi

@ Verilen bir dogrusal denklem sisteminin matris gosterimiyle yazi-
LLULYN [1sin1 ve ¢cOziimiiniin matris islemleriyle nasil yapilabilecegini Or-

neklerle gormek.

n bilinmeyen ve m tane denklemden olusan

ﬂll X1 + ﬂlz KY) + ...+ Dlln Xy, = b1
Ay Xy + Ay Xy + o F dyy Xy = by

App X1 T Qg X+ oo+ Gy Xy = bm
dogrusal denklem sistemi
AX =B

biciminde bir matris esitligi ile gosterilebilir. Bu yazilista

ain di2 - Adin

a dz2 - d2n
A=

am1 dm2 - Omn

katsayilar matrisi,
X1
x
P 2
Xn
bilinmeyenler matrisi ve
b1
b2

bm

sabitler matrisi adini alir. Eger dogrusal denklem sistemi homojen sistem ise, ya-
ni sabitler matrisi B sifir matris ise, verilen dogrusal denklem sisteminin matris

gOsterimi
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AX =0

seklinde olur. Asagidaki ornekleri inceleyiniz.

X7 —3x2 + X4 = 5
2x; - x3+3x4 = —1
xXytdxz;— x4 = 7

dogrusal denklem sisteminin matris gosterimini yaziniz.

Sistemin katsayilar matrisi, bilinmeyenler matrisi ve sabitler matrisi, sirasiyla,

I3 0 ! X1 5
X2
A= X = B=
2 0 -1 5 ) X3 ’ -1
0 1 4 -1 X4 7

olmak tzere, verilen sistemin AX = B bicimindeki matris gosterimi

1 -3 0 1 X1 5
X2 | _

2 0 -1 3 X3 -1

0 1 4 -1 X4 7

olur.

Dogrusal Denklem Sistemlerinin Matris Gosterimiyle
Coziimlerinin Aranmasi

Verilen bir dogrusal denklem sisteminin matris gosterimi sistemin ¢6ziminiin
aranmasinda kolaylik saglar. Soyle ki; matris gosterimi AX = B olan bir dogrusal
denklem sistemi icin, katsayilar matrisi A ile sabitler matrisi B yi yan yana ya-
z1p elde ettigimiz

(A4: B

blok matrisine verilen sistemin genisletilmis matrisi denir. Bu genisletilmis mat-
ris tizerine uygulanan her ilkel satir islemiyle elde edilen yeni matris, baslangicta
verilen dogrusal denklem sistemine esdeger bir denklem sisteminin genisletilmis
matrisdir. Baska bir ifadeyle, (4 : B) genisletilmis matris tizerine uygulanan ilkel
satir islemleri verilen sistemin ¢6zimuini etkilemeyecektir. Cinkii (A : B) tize-
rindeki ilkel satir islemleri aslinda verilen dogrusal denklem sistemi icin satir is-
lemleridir. iste bu kural sistemin ¢oziimiiniin aranmasinda uygulanan Gauss yok
etme yonteminin genisletilmis matris tizerinde uygulanabilirligini saglar. Ornekler-
le gorelim:
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xl +2x2 - x3= 6
—x1+ x2 +2x3 = —71
3.x‘1 — x2 + .X'3 = 0

dogrusal denklem sistemini ¢cOziiniiz.

1 2 -1 6
(4:B)=| 1 1 2 -1
3 -1 1 0

Genisletilmis matrisi, basamak biciminde bir dogrusal denklem sisteminin genis-
letilmis matrisine dontstiirmek icin ilkel satir islemleri uygulayalim.

1 2 =1 6 i1k satir1 ikinci satir tizerinde toplaya-
(A: B) = _q 1 2 IR lim; ilk satir1 - 3 ile carpip Giclinct sa-
: tir tizerinde toplayalim.
31 1 : 0
1 2 -1 6 . ;
) Ikinci satir1 % ile carpip ticlincl
o 3 1 5 3
. satir tzerinde toplayalim.
0o -7 4 -18
1 2 -1 6
= 0 3 1 : 5 Uclincii satir % ile carpalim.
o o 12 -2
3 3
1 2 -1 6
o 3 1 5
o o0 1 = -1

Son yazilan blok matris basamak bicimindeki

x1 + sz = xS = 6
3x + X3 5
XS = -1

dogrusal denklem sisteminin genisletilmis matrisidir. Bu sistemin tictincti denklemin-
den x5 = - 1, ikinci denkleminden x, = 2, birinci denkleminden x; = 1 bulunur.
Bu ¢6zim ayni zamanda verilen dogrusal denklem sisteminin bir ¢c6zimudir.

:
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| ORNEK 2 - xy - 1

—6x1 +3x2 = 5

dogrusal denklem sisteminin ¢coziimiinii arastirimz.

Genisletilmis matrisi yazip, satir islemleri uygulayalim:

(4: B) = 2 -1 1 ik satirt 3 ile carpip ikinci satir izerinde
‘ -6 3 5 toplayalim.
r ( 2 )
o o0 : 8

Bu blok matris hichbir dogrusal denklem sisteminin genisletilmis matrisi olamaz.
(Nedenini siz aciklayiniz.) O halde, verilen dogrusal denklem sisteminin bir ¢ozi-
mi yoktur; bir baska ifade ile sistem tutarsizdir.

| ORNEK X+ 255 =7

3x;—x3=14

dogrusal denklem sistemini ¢oziiniiz.

Katsayilar matrisi

A=(1 2) icin A‘1=1(1 2)
30 -1 7\3

oldugundan, sistemin matris gosterilisinden bilinmeyenler matrisi X i ¢ozebiliriz:

AX = B
AL (AX) = A1B
IX = AlB
X = AlB
Boylece
AL A
A T AU VN S R SRS -5
olur. O halde, sistemin ¢o6zimi x; =3 ve x, = -5 dir.

Bu son 6rnek bize sunu gostermektedir: 7 bilinmeyenli 7 tane denklemden
olusan bir dogrusal denklem sisteminin katsayilar matrisi A4 nin tersi A1 varsa,
bilinmeyenler matrisi

X=AB

dir.
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:

x1+2x2+2x3 =
3xp+x2
x1+x2+x3 = 2

[
S

dogrusal denklem sistemini ¢cOziiniiz.

Katsayilar matrisi

1 2 2
A= 3 1 0
11 1

nin tersi A1 Gauss yontemiyle hesaplanirsa

-1 0 2
-1
A BT
-2 -1 5
bulunur. O halde,
X1 j -1 0 2 3 -3+ 4 1
X=|x2]=4 B=| 3 1 -6 0 |79-12 [T]| -3
X3
271 5 2 -6+10 4
ve verilen sistemin ¢oziimi x; = 1, x, = - 3, x3 = 4 olur.
a5
1. Asagidaki dogrusal denklem sistemlerinin matris gosterimlerini yaziniz. m
a) x-2y=-3 b) x +2x5=4
3x+y=5 5 - 30y + X3 =2
S xp+ xp+x3 +x=0 d) 3x; + X +5x3-x;=3
Xy -x3 +a4=0
X - X +x,=0
- X txz txg=0

2. Asagida matris gosterimleri verilen dogrusal denklem sistemlerini yaziniz.

of 22wl )

X3

31 2 X1 0 X1
Al21 3 (x2)= 0 D1 2 -1 3)[]=(7)
X3

111 0 X4
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3. Asagida verilen dogrusal denklem sistemlerinin matris gosterimlerini yaziniz ve
Gauss yontemiyle ¢oztimlerini bulunuz.

a) 3.%'1 - Z.X'Z =-2 b) Xq + Xy = 9
x|+ SXZ=56 .X'2+X3=11
X1 + a3 =10

) X txptag-xy =2
Xy F X - Xyt ay =2
X - Xyt ay oy =4
X TNt gty =0

4. .Xl +2.X'5=-1

2x1 - x) +3x3=-8
4oc) + 00y + 8x3 = 1

dogrusal denklem sistemi veriliyor. Once A1 matrisini bulunuz sonra da denk-
lem sistemini ¢coziiniiz.

Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

Cebirin temel teoremini ilk kez kanitlayan ma-
tematikgidir. Kuramsal ve uygulamali mate-
matik alanlarinda bir ¢ok konuya oncilik et-
mistir.

"Matematik tiim bilimlerin kraligesi, sayilar
kurami [se matematigin kraligesidir."

Carl Friedrich GAUSS
"Evrenin hakimi sayidir."

Pisagorcular

"Daha sonraki devirlerdeki sistematik aritme-
tigin olugumu ve gelismesinin oldugu gibi, yiz-
yilimizdaki (19.) matematigin dzgiin bilimsel
fikirler sahasinda meydana getirdigi hemen
hemen herseyin Gauss ile baglantisi vardir."
\ Léopold KRONECKER
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1.2x - 30, + x5 = 2
X+ 253 =-1
4x; + 5x, = 0

dogrusal denklem sisteminin katsayilar matrisi asagidaki-

lerden hangisidir?

2 -3 1 2 1 4
al 1 ) b.l -3 o 5
5 0 1 2 0
2 -3 2 2 2 -3
cl 1 0 -1 d{ -1 1 0
5 0 0 4 5
2 -1 0
€. 2 _3
-1 1 0
-1 5 \/E b
2. A= x 1 0,3 y matrisinin a4
5

0 4 -1 2

elemani asagidakilerden hangisidir?
a. x

b. ©

c.y

d. 2

e. -1

3. Asagidakilerden hangisi ticiinci mertebeden bir birim

matristir?
10 00
1
forne) e
00 10
00 1
(39) oo
10 0

1
€10
0

-~ O o
~—

S = O

4. A= ( z) ; B 42 ) matrisinin devrigi (transpozesi)

asagidakilerden hangisidir?

0 1 1 0
al -3 s bl 5 -3
4 -2 -2 4
4 -2
S T
0o 1 >

(05t
-2 5 1

5. Asagidakilerden hangisi bir kdsegen matristir?

0 0 0
L-5 0 (5)1 0 0
* o 2 4 b'o 0 2 0
1
0 0 0 0 0«
c_(200) d(lo)
010 3 2
1 0 0

-

6. Asagidaki matrislerden hangisi basamak biciminde bir

o
1

NN

_

o

matristir?
1 0 0 50 1
al .34 5 0 b.lo 51
10 2 3 05 0
1
o1 o o
cfo o1 d
02 0 0 0 1 2
0 0 0 0
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1 0
| ! 20 10. 4= 2 1 - ve B=| 2 4
o4 ’ 0 3 4
V3 3 o5
4 matrislerinin AB carpim matrisi asagidakilerden hangisidir?
0 3 5 1 a.(l-l) b.(o _])c.(] 0)
B= .7 2 1 o |. 0 32 6 32 32 6
8 3 2 -1
1 3 0o -1 )
d e
3 1 0 1 ( 7 ) ( 6 0
=l o -3 5 4 ; 30 0
x -1 0 1. 0 -1 0 matrisinin tersi asagidakilerden
0 0 2
1 0 5 hangisidir?
D=1 _
572 130 2 01
o 5 5 alo 31 b.lo1 0
matrisleri i¢in aralarinda toplama isleminin yapilabildigi 00 1 3 01
matrisler asagidakilerden hangisidir?
a Ave B 1/3 0 0 N -1/3 0 0
C -
b e o o w2 o 0 an
c. AveD i
d. Bve C 0 0 2
e. Bve D €10-10
8. 7. soruda verilen matrisler icin asagidaki matris car- 30 0
pimlarindan hangisi tanimlidir?
a BA 1-30 2 5
’ 12. Genisletilmis matrisi | 0 4 -1 3 : 2 olan
b. BD :
237 0 -1
c. CA
d. DA dogrusal denklem sistemi asagidakilerden hangisidir?
e. AD a. X1-3X2 +2X4-5=0
-2 4ovy - 23 +3x4-2=10
9. A4=Q0 4 7 -3) saur matrisi ile B= 0 stitun 2x1 - 3%, +73 +1=0
4
matrisinin AB carpimit hangi matristir? 1 b. x - 3x, +2x,+5=0
4x, a3 +3x4+2=0
a. (25) b. (23) 2001 - 3%, + 73 -1=0
2 3%, + 2x5-5=0
0 C. Xy - X + X5 -D =
C-(-Z 0 28 '5) d 28 dx; - X +3x3-2=0
-3 2% - 3% + 7x3 + 1 =0

e. O (sifir matris) d. x -3x, +2x; + 5x5 =0
4xy, -3+ 3x4+2x5=0

2x1) - 3xy + 73 -x5=0

e x+ 2x; -5=0
3 +4x,-3x3-2=0

X+ 7x3 +1 =0

2x + 3, =0
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Biraz Daha Diisiinelim
1. Bir Uretici A, B, C, D, E ham maddelerini kullanarak ti¢
cesit mal Uretmektedir. Her malin birim tretimi icin ge-

rekli hammadde miktarlari kg olarak asagidaki tablo ile

verilmektedir.
Hammadde cesitleri
Uriin tiirleri A B C D E
| 3 2 | 0 |
I | 0 2 3 2
1] 2 | 2 | 0

Eger bu tretici 70 adet birinci tiir, 80 adet ikinci tir ve
110 adet Ug¢linct tirden mal UGretimi siparisi alirsa, bu
mallarin Gretimi icin gerekli ham madde miktarlart nasil
bir matrisle temsil edilebilir? Ayrica hammaddelerin fiyat-
lart milyon TL/kg olarak, asagidaki tablo ile verilmis ise,
siparis edilen mallar icin gerekli toplam ham madde be-

deli ne olur?

Hammadde 3 | 5 4 2
birim fiyatlar






