
Amaçlar
Bu üniteyi çal›flt›ktan sonra;

matris kavram›n› tan›yacak ve bir tablonun bir matris biçiminde gösterilifli-
ni yazabileceksiniz,
bir matrisin boyutunu tan›y›p, matrislerin adland›r›l›fl›n› ö¤reneceksiniz,
uygun matrisler aras›nda toplama, çarpma ve bir say› ile çarpma ifllemleri
yapabileceksiniz,
ters matris kavram›n› tan›y›p, ilkel sat›r-sütun ifllemleri yoluyla ters matrisin
hesaplan›fl›n› ö¤reneceksiniz,
do¤rusal    denklem  sistemlerinin   çözümlerini   matris   yöntemiyle
bulabileceksiniz,
çeflitli ekonomi problemlerinin matrislerle temsil ediliflini yazabilecek ve çö-
zümlerini matris yöntemiyle araflt›rabileceksiniz.
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‹çindekiler
• Matris Tan›m›, Bir Matrisin Boyutu ve Özel Türden Matrisler
• Matris ‹fllemleri
• Matris ‹fllemlerinin Özellikleri
• Ters Matris
• Do¤rusal Denklem Sistemlerinin Matrislerle Gösterilifli 

• Tan›mlar ve yeni kavramlar üzerinde iyi düflünülmeli ve do¤ru alg›la-
maya çal›fl›lmal›d›r.

• Örnekler iyi incelenmelidir.
• Ö¤renciye b›rak›lan sorularda verilenlerin ve bulunmas› istenilenlerin

neler oldu¤u iyi ay›rt edilmelidir.
• Çal›fl›rken mutlaka ka¤›t ve kalem kullan›lmal›d›r ve al›flt›rma sonuçla-

r› çözülerek bulunmal›d›r.

Girifl

Bu ünitenin konusu matrisler cebiri ve uygulamalar›d›r. Daha aç›k ifade edecek
olursak; bu ünitede matrislerin özellikleri, tipi ya da boyutu, matrisler aras›nda
cebirsel ifllemler, bu ifllemlerin sa¤lad›¤› özellikler, sat›r ve sütun ifllemleri gibi ko-
nular ele al›nacakt›r. Uygulamada önemli yeri olan ters matrisin varl›¤› ve hesap-
lanmas›na iliflkin baz› yöntemler üzerinde durulacakt›r. Bütün bu gerekli kav-
ramlar›n verilmesinden sonra, matrislerin uygulama alan›nda önemini gösteren
türden örnekler verilecektir. Bu tür örneklerin bafl›nda, do¤rusal denklem sistem-
lerinin matris gösterimleriyle ifade ediliflleri ve çözümlerinin irdelenmesi gelir.
Matris gösterimleriyle verilen bir do¤rusal denklem sisteminin çözümü yap›lma-
dan, çözümün varl›¤›, varsa tekli¤i belirlenebilir; çözüm varsa, çözümün bulun-
mas›n› kolaylaflt›ran matris yöntemler verilebilir. Birçok ekonomik iliflkiler bir
do¤rusal denklem sistemiyle ifade edilebildi¤inden, ekonomik iliflkilerin matema-
tiksel olarak modellenmesinde matrislerin önemli bir yeri vard›r. ‹leride verece¤i-
miz örnekler bu önemi daha iyi aç›klayacakt›r.

Matr is ler254



MATR‹S TANIMI, B‹R MATR‹S‹N BOYUTU VE ÖZEL
TÜRDEN MATR‹SLER

Bu kesimde amaçlanan, tablolar›n matris olarak gösterilifli, mat-
ris terminolojisinin tan›t›lmas›; kare, sat›r, sütun, birim matrisler,
bir matrisin devri¤i, matris eflitli¤i kavramlar›n›n aç›klanmas›d›r.

Önce "matris nedir?" sorusuna yan›t arayal›m. Günlük yaflant›m›zda say›lar›n,
de¤iflkenlerin veya parametrelerin oluflturdu¤u çeflitli tablolar yapmaya ihtiyaç du-
yar›z. Örne¤in, bir fabrikan›n üretti¤i, diyelim ki befl tür mal›n ilk alt› ayl›k üretim
miktarlar›n›n aylara göre dökümünün verilmesi istenirse, bunu göstermenin bir
yolu befl sat›r ve alt› sütundan oluflan bir tablo haz›rlamakt›r. Sat›rlar›n karfl›s›na
mal çeflitlerini, sütunlar›n tepesine de aylar yaz›l›rsa, bir sat›r ile bir sütun kesiflti-
¤i yere de o ay içinde üretilen o mal›n miktar› yaz›labilir. Bu tabloya fabrikan›n
ilk alt ayl›k üretim tablosu denildi¤i gibi üretim matrisi de denir. Afla¤›daki örne-
¤i inceleyiniz.

Bir giyim atölyesinde üretilen mallar›n y›l›n ilk ay› içindeki üretim miktarlar›
afla¤›daki tablo ile verilmifltir.

Befl sat›r, alt› sütundan oluflan bu tablo, hangi mal›n hangi ay ne miktarda üre-
tildi¤ini göstermektedir. K›sa bir ifadeyle, atölyenin ilk alt ayl›k üretim tablosu
veya üretim matrisidir.

Say›lar›n, de¤iflkenlerin veya parametrelerin oluflturdu¤u dikdörtgen biçiminde
bir tabloya bir matris denir.

Bir matrisi oluflturan nesnelere o matrisin elemanlar› ya da ö¤eleri ad› ve-
rilir. Yatay çizgiler üzerinde yer alan matris elemanlar›na matrisin sat›rlar›, düfley
çizgiler üzerinde yer alan matris elemanlar›na matrisin sütunlar› denir. Bir mat-
ris, sat›r say›s› ve sütun say›s› ile ifade edilir. m say›da sat›r›, n say›da sütunu olan
bir matris için  mxn ye matrisin boyutu ya da mertebesi denir. Bir matrisin bo-
yutu yaz›l›rken daima önce sat›r say›s› sonra da sütun say›s› yaz›l›r. E¤er sat›r sa-
y›s› sütun say›s›na eflit ise, bu tür bir matrise kare matris denir. Boyutu  nxn
olan bir matris, k›saca n- yinci mertebeden kare matris diye de ifade edilebilir.
Bir matrisin  m say›da sat›r› ve bir tek sütuna varsa, yani matrisin boyutu mx1 ise,
böyle bir matrise sütun matris ya da bir sütun vektör denir. Bir tek sat›r› ve n
say›da  sütunu,  yani  mertebesi  1xn olan bir matrise de sat›r matris ya da bir
sat›r vektör denir.

Bir matrisin sat›rlar› ve sütunlar› normal parantez ( ) veya köfleli parantez [ ]
biçiminde çizgiler aras›na yaz›l›r ve matrisin boyutu da parantezin sa¤ alt köflesi-
ne yaz›larak gösterilir. Bu kitapta matrisler için ( ) gösterimini kullanaca¤›z.

Matr is in  Tan›m› ,  Bi r  Matr is in  Boyutu ve  Özel  Türden Matr is ler 255
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A =

a 11 a 12 . . . a 1j . . . a 1n

a 21 a 22 . . . a 2j . . . a 2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a i1 a i2 . . . a ij . . . a in

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a m 1 a m 2 . . . a mj . . . a mn

 

Afla¤›da çeflitli boyutlardaki matrisler için birer örnek verilmifltir.

2 x 4 boyutunda bir matris

2 nci mertebeden kare matris

Sat›r matris (sat›r vektör)

Sütun matris (sütun vektör)

Matrisler, A, B, C, ... , X, Y gibi büyük harfler ile onlar›n ö¤eleri de küçük
harfler  ile gösterilirler. Boyutu  mxn olan  genel  bir  matrisin  i -yinci sat›r› ile
j -yinci  sütunun  kesiflti¤i  yerdeki  eleman› aij olarak yaz›l›r. Böylece A matrisi
A = (aij )mxn biçiminde temsil edilebilir (Bu tür yaz›l›fllarda, yani bir matrisin bo-
yutunun yaz›l›fl›nda olsun veya bir eleman›n konumunun gösteriliflinde olsun, da-
ima sat›r say›s› ya da numaras› sütun say›s›ndan ya da numaras›ndan önce yaz›-
l›r). Gösterilifli A = (aij )mxn olan m sat›r, n sütundan oluflan genel bir A matrisi,
elamanlar›n›n konumlar› aç›k gösterilecek flekilde afla¤›daki biçimde yaz›labilir:

‹ki matrisin boyutlar› ve ayn› konumdaki tüm elemanlar› eflit ise bu iki matri-
se eflit matrisler denir. O halde, A = (aij )mxn ve B = (bij )rxs matrislerinin eflit ol-
mas› için gerekli ve yeterli koflul m = r,  n = s ve her i, j için aij = bij olmas›d›r.

matrisinin  matrisine eflit

olmas› için x,  y,  z  ne olmal›d›r?

A matris ile B matrisinin boyutlar› ayn› oldu¤undan,  A = B olmas› için  x = 5,
y = 3,  z = 8  olmal›d›r.

B =
1  y z

0 - 1 5
 A =

1   3 8

0 - 1 x
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≠
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≠
2. sütun

≠
j -yinci sütun
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matrisleri veriliyor. Bu matrislerin boyutlar›n›, eleman say›lar›n› ve a24 ,
b32 , c31 , d14 , e11 elemanlar›n› bulunuz.

Her bir matrisi tek tek ele al›p sorular› yan›tlayal›m. A matrisinin boyutu 3x4
dür; özel bir adland›r›l›fl› yoktur. Elemanlar› say›s›  3x4 = 12  dir. a24, ikinci sa-
t›r dördüncü sütunda bulunan eleman oldu¤undan  a24 = 8  dir.

B matrisinin boyutu  3x3 dür; yani üçüncü mertebeden bir kare matristir.
Elemanlar› say›s›  3x3 = 9 dur. b32 = - 1 dir.

C matrisinin boyutu  3x1 dir. Bu matris bir sütun matristir; elemanlar› say›s›  3
ve  c31 = 6  d›r.

D matrisinin boyutu  1x4  dür. Bu matris bir sat›r matristir; elemanlar› say›s›  4
ve d14 = - 1 dir.

E matrisi boyutu  1x1  olan hem sat›r hem de sütun matristir. E nin tek eleman›
e11 = - 4 dür.

n- yinci mertebeden bir  A = (aij ) kare matrisinde  a11 , a22 , a33 , ... , ann
elemanlar›na k›saca matrisin köflegen elemanlar› denir.

E¤er bir kare matrisin köflegen elemanlar›n›n hepsi  1  ve di¤er tüm eleman-
lar› 0 ise, böyle bir matrise bir birim matris denir. n- yinci merteben bir birim
matris için

dir. Her  mertebeden birim matris vard›r ve mertebesi  n olan  birim matris, ge-
nel olarak, In simgesiyle gösterilir.

Örne¤in,

matrislerinden birincisi 2 ci mertebeden, ikincisi de 3 cü mertebeden birim
matrislerdir.

Bir   A = (aij )mxn matrisi için A n›n devri¤i (transpozesi) diye adland›r›lan
ve  AT = (a'ij )nxm ile  gösterilen matris, boyutu nxm olan ve a'ij = aji olarak
tan›mlanan matristir. Bir baflka ifade ile, A n›n sat›rlar›n› sütun, sütunlar›n› da sat›r
yaparak elde edilen matrise  A n›n devri¤i denir ve bu yeni matris  AT ile gös-
terilir. Örne¤in,

I 2 =
 1  0

 0  1
  , I 3 =

 1  0  0

 0  1  0

 0  0  1

 

a ij =
 1  i = j 

 0  i π j 
 i, j = 1,2,...,n

A =

- 3   5   7 0

  0 1 - 1 8

  2 4 - 5 5

 , B =

1   3 5

2 7 8

9 - 1 0

 , C =

- 1

  3

  6
 
 
D = 2 3 0 - 1  , E = - 4
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matrisinin  devri¤i, boyutu  4x3  olan ve  A n›n sat›rlar›n› sütun kabul eden
matristir.

matrislerinin devriklerini bulunuz.

1. matrisinin ö¤eleri için 2a13 - 3a21
2 - 4a23 iflleminin  

sonucunu bulunuz.

2. matrislerinin eflit olmalar› için x, y, z de¤erleri 

ne olmal›d›r?

3. Ö¤eleri a11 = a22 = a33 = 1,  a12 = a21 = -1,  a13 = a31 = 2  ve  a23 = a32 = 3
olan kare matrisi yaz›n›z.

4. matrisi için  A = AT ise,  A matrisinin  bilinmeyen  ö¤elerini  

bulunuz ve A matrisini yeniden yaz›n›z.

A =

1

-2

3

 x

 1

 4

 y

 z

 5

 

A =
2

y

1

z

x

0
 , B =

2

9

1

z

4

z

A =
- 3

3

   0

   1

  5

  - 3/2

A =
- 1 3 0

  2 0 5  
2x3

, B = 

3

2

2  
3x1

, C =

3   0 0

0 - 5 0

0   0 1  
3x3

AT =

a' 11 a' 12 a' 13

a' 21 a' 22 a' 23

a' 31 a' 32 a' 33

a' 41 a' 42 a' 34

 =

a 11 a 21 a 31

a 12 a 22 a 32

a 13 a 23 a 33

a 14 a 24 a 34 4x3

 

A =
a 11 a 12 a 13 a 14

a 21 a 22 a 23 a 24

a 31 a 32 a 33 a 34 3x4
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AT =

- 1 2

  3 0

  0 5  
3x2

 , B T = 3 2  2  
1x3

 ,

 
 

C T =

3   0  0

0 - 5  0

0   0  1  
3x3

= C

S I R A  S ‹ Z D E  1
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MATR‹S ‹fiLEMLER‹
Bu kesimde matris toplamas›, ç›karmas›, say› ile çarp›m› ve matris çarp›m› ifllem-
lerini tan›yacak ve bu ifllemlerin kimi özelliklerini ö¤reneceksiniz.

Matris Toplam›
A = (aij )mxn ve B = (bij )mxn ayn›  tipten iki matris olsunlar. Ö¤eleri cij = aij + bij
(i = 1,2,...m ; j = 1,2,...,n)  olan  C = (cij )mxn matrisine A ve B matrislerinin top-
lam› denir ve bu matris C = A + B fleklinde gösterilir. Bu durumda A ve B mat-
rislerine toplanabilir matrisler ad› verilir.

Aç›kt›r ki,

dir. 
A ve B matrislerinin A - B fark› da benzer flekilde tan›mlan›r.

matrisleri için  A + B  ,  A - B matrislerini 

bulunuz.

Say› ‹le Çarpma
Bir matrisin bir say› ile çarp›m›, o matrisin elemanlar›n›n konumlar›n› boz-
madan, tüm elemanlar›n verilen say› ile çarp›m›yla oluflturulan matristir. Yani  k
bir say› ve  A = (aij )mxn verilen bir matris ise, k ile  A n›n  kA ile gösterilen say›
ile çarp›m›  kA = (kaij )mxn olarak tan›mlanan matristir.

k = 5 ve için kA matrisini bulunuz.A =

4 - 2

3   0

1   5

A + B =
3 + - 1 2 + 7 - 1 + 4

0 + 3  4 + - 2   5 + 0
 =

 2  9  3

 3  2  5
 
 
 

A - B =
3 - - 1  2 - 7 - 1 - 4

0 - 3 4 - - 2   5 - 0
 =

  4 - 5 - 5

-  3   6   5

A =
3

0

2

4

-1

5
   , B =

-1

3

7

-2

4

0

A + B =

a 11 a 12 . . . a 1n

a 21 a 22 . . . a 2n

. . .

a m1 a m2 . . . a mn

 +

b 11 b 12 . . . b 1n

b 21 b 22 . . . b 2n

. . .

b m1 b m2 . . . b mn

 

 
 
 

=

a 11+b 11

a 21+b 21

a m1+b m1

a 12+b 12

a 22+b 22

a m2+b m2

. . .

. . .

. . .

. . .

 

a 1n+b 1n

a 2n+b 2n

a mn+b mn
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1 Ocak 1999 tarihinde peynir, et, fleker fiyatlar› milyon TL/kg olarak  F
matrisiyle veriliyor.

Enflasyonun   her   y›l  %30  oran›nda  artaca¤›n›  varsayarak,  3  y›l
sonra  1 Ocak 2002 tarihindeki peynir, et, fleker fiyatlar›n› temsil eden
sütun matrisi bulunuz.

1. y›l sonunda  F1 = F + 0,30 F = 1,30 F
2. y›l sonunda  F2 = F1 + 0,30 F1 = 1,30 F1 = 1,30 (1,30 F) = (1,30)2 F
3. y›l sonunda  F3 = F2 + 0,30 F2 = 1,30 F2 = 1,30 (1,30)2 F = (1,30)3 F
olur. Böylece aran›lan matris, yani 3 y›l sonraki fiyat matrisi

olarak bulunur.

Bir  A matrisi için  (- 1) A = - A olarak gösterilir. Sözgelifli, 6. Örnekteki  A
matrisi için

dir.

matrisleri ve  k = -1 say›s› veriliyor. 

A + kB  matrisini bulunuz.

olur. O halde, A + (- 1) B = A - B dir.

A + kB = A + - 1  B =
3 - 4

1   7
 + - 1  

  2 5

- 1 3
 

 
 

=
3 - 4

1   7
 +

- 2 - 5

  1 - 3
 =

3 - 2 - 4 - 5

1 + 1 7 - 3
 = A - B

A =
3 -  4

1   7
  , B =

  2 5

- 1 3

- A =

- 4   2

- 3   0

- 1 - 5

F 3 = 1,30
 3 F = 2,197

1,5

2,5

0,4

 =

2,197.1,5

2,197.2,5

2,197.0,4

 =

3,2955

5,4925

0,8788

F =

1,5

2,5

0,4

 

Peynir

Et

fieker

kA = 5

4 - 2

3   0

1   5

 =

5.4 5. - 2

5.3 5.0

5.1 5.5

 =

20 - 10

15     0

  5   25
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Tüm elemanlar› s›f›r olan bir matrise s›f›r matris denir. Her mertebeden s›f›r
matris vard›r ve genel olarak s›f›r matris O simgesiyle gösterilir. Aç›kt›r ki, her  A
matrisi için  A - A = O d›r.

Bir  A  matrisi için  A = - A  ise, A n›n s›f›r matris oldu¤unu gösteriniz.

A herhangi bir matris olsun. A = - A ise, bu eflitli¤in her iki yan›n›  A matrisi ile
toplarsak

A + A = A + (- A)
2A = A - A = O
2A = O
A = O

olur. O halde, A s›f›r matristir. (Burada O, A ile ayn› mertebeden olan s›f›r mat-
risi göstermektedir).

‹ki Vektörün ‹ç Çarp›m›
A bir sat›r vektör, B de bir sütun vektör olsun. E¤er  A ile B nin elemanlar› sa-
y›s› eflit ise, A n›n her bir eleman›n›n B nin karfl›l›k gelen eleman› ile çarp›l›p top-
lanmas›yla elde edilen say›ya  A sat›r vektörüyle  B  sütun vektörünün iç çarp›-
m› denir ve bu say›  A . B ile gösterilir. K›saca

ise,

A . B = a11 b11 + a12 b21 + ... + a1n bn1

olur.

ve  

vektörleri için  A . B  iç çarp›m›n› hesaplay›n›z.

bulunur.

Matris Çarp›m›
fiimdi iki matrisin çarp›m›n› tan›mlamak istiyoruz. ‹ki matrisin toplam›n›n veya far-
k›n›n tan›mlanabilmesi için bunlar›n boyutlar›n›n eflit olmas› gerekti¤ini biliyoruz.
‹ki matrisin çarp›m›n›n tan›mlanabilmesi için de bunlar›n boyutlar› aras›nda bir
iliflki olmas› gerekmektedir. Bu iliflki fludur: Matrislerin birincisinin sütun say›s›

A . B = 2 3 - 4  

- 1

  7

  5

 = 2 . - 1  + 3 . 7 + - 4  . 5

 
= - 2 + 21 - 20 = - 1

B =

- 1

  7

  5

 A = 2    3     - 4

A = a 11 a 12 . . . a 1n   ve B =

b 11

b 21

b n1
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ikincisinin sat›r say›s›na eflit olmal›d›r. Bu koflul alt›nda iki matrisin çarp›m›n› afla-
¤›daki flekilde tan›mlayabiliriz: 

A = (aij )mxn matrisi ile  B = (bij )nxr matrisinin AB ile gösterilen çarp›m› öyle
bir C = (cij ) matrisidir ki, C nin boyutu mxr dir ve cij eleman› A n›n i- yinci sat›r
vektörü ile B nin j- yinci sütun vektörünün iç çarp›m›d›r; yani her  i = 1, 2, ... , m
ve  j = 1, 2, ... r için

veya k›saca

dir.
AB = C çarp›m›n›n daha iyi anlafl›lmas› için tan›m› biraz görsellefltirelim:

matrisleri için tan›ml› olan çarp›mlar› belirleyiniz ve çarp›m matrisleri
bulunuz.

Sadece  AB ve  CA çarp›mlar› tan›ml›d›r. (Nedenini siz aç›klay›n›z)

A =
  2   4   7

- 1 5 9 2x3

 , B =

1 0 - 2

8 3 - 1

6 4   2 3x3

 , C =
3   2

0   5 2x2

c ij = a i 1 a i 2 a in   

b 1j

b 2j

b nj

  = a i 1 b 1j + a i 2 b 2j +  + a in b nj 

 
 
 

c ij = ∑
k = 1

n

a ik b kj 
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b 2j

bn j

 = ci j
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sat›r

j - yinci sütun
vektörü

j - yinci sütun

A B C

≠

¨

Ö R N E K  1 1

AB =
  2 4 7

- 1 5 9 2x3

 . 
1 0 - 2

8 3 - 1

6 4   2 3x3
 
 

     =
    2.1 + 4.8 + 7.6         2.0 + 4.3 + 7.4           2. - 2  + 4 . - 1  + 7.2

  - 1.1 + 5.8 + 9.6        - 1.0 + 5.3 + 9.4 - 1  - 2  + 5 - 1  + 9.2
 

 
 

     =
76  40   6

93 51 15 2x3
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Bir konfeksiyon atölyesinde sat›fla haz›rlanan dört parti giyim eflyas›n›n
miktarlar›  E  matrisi, bu eflyan›n birim fiyatlar› da milyon TL olarak  F
matrisi ile veriliyor. Her bir parti mal›n de¤erini gösteren sütun matris  D
yi bulunuz.

Her bir parti mal›n de¤erini gösteren matris  D = EF dir. O halde,

D = EF =

 100 150 250  200

  75 100 175  175

 125 125 100  100

140 160 300 250

  

80

20

15

10

 

 
 

          =

8000 + 3000 + 3750 + 2000

6000 + 2000 + 2625 + 1750

10000 + 2500 + 1500 + 1000

11200 + 3200 + 4500 + 2500

 

 
 

          =

16750

12375

15000

21400

 

1. parti mal›n de¤eri

2. parti      "        "

3. parti      "        "

4. parti      "        "

Ceket Pantolon Gömlek Kravat

E =

 100 150 250  200

  75 100 175  175

 125 125 100  100

140 160 300 250

 

1. parti

2. parti

3. parti

4. parti

F =

80

20

15

10

 

Ceket

Pantolon

Gömlek

Kravat

CA =
 3 2

0 5 2x2

 .
  2 4 7

- 1 5 9 2x3
 
 

=
3.2 + 2. - 1 3.4 + 2.5 3.7 + 2.9

0.2 + 5. - 1 0.4 + 5.5 0.7 + 5.9
 
 

=
  4 22 39

- 5 25 45 2 x 3
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Alt› ö¤rencinin devam etti¤i bir dersin iki ara s›nav ve bir genel s›nav not-
lar›n›n dökümü  S  matrisi ile veriliyor. Ara s›navlar %20 ve genel s›nav
%60 a¤›rl›kl› oldu¤una göre, dönem sonunda bu ö¤rencilerin baflar› not-
lar› listesini (matrisini) bulunuz.

Ara s›navlar›n ve genel s›nav›n a¤›rl›klar› matrisini  A ile gösterecek olursak, A
matrisini

sütun matrisi olarak alabiliriz. (A y› neden sat›r matris de¤ilde sütun matris olarak
ald›¤›m›z› siz düflününüz). O zaman, ö¤rencilerin baflar› notlar› matrisine  B diye-
cek olursak, B = SA olur. Böylece

elde edilir.

1. matrisleri için A - 2B + AB matrisini bulunuz.

2. A = (2  3  7) sat›r vektörü ile sütun vektörünün iç çarp›m› olan say›y›
bulunuz.

B =

9

2

-1

A =
-2 3

0 5
  , B =

1 -3

2 4

B = SA =

42 65 70

55 40 65

30 50 60

76 82 85

30 40 43

70 83 92

 

0,20

  
0,20

 
0,60

 =

 8,4  + 13  +  42

 11  + 8  +  39

 6  + 10  +  36

 15,2  + 16,4  + 51

 6  +  8  +  25,8

 14  + 16,6  + 55,2

 =

63,4

58

52

82,6

39,8

85,8

A =

 0,20

 0,20

 0,60  

S =

 42  65  70

 55  40  65

 30  50  60

 76  82  85

 30  40  43

 70  83  92

 

1. ö¤renci

2. ö¤renci

3. ö¤renci

4. ö¤renci

5. ö¤renci

6. ö¤renci

1. ara
s›nav

2. ara
s›nav

Genel
s›nav
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3. matrisleri veriliyor.

a) AB b) BA c) (AB) C
d) A2 e) A (B+C )

matrislerini bulunuz.

MATR‹S ‹fiLEMLER‹N‹N ÖZELL‹KLER‹

Matris ifllemlerinin sa¤lad›¤› kimi özelliklerin tan›t›lmas›.

Matris toplamas›, ç›karmas›, say› ile çarp›m› ve matris çarp›m›na iliflkin kimi özel-
likler afla¤›da dört grup olarak s›ralanm›flt›r. Bu gruplarda geçen ifllemler için ve-
rilen matrislerin uyumlu olduklar›, yani iki matrisin toplam› söz konusu ise bu
matrislerin toplanabilir olduklar›, çarp›mlar› söz konusu ise çarp›labilir olduklar›
kabul edilmifltir. Özelliklerin kan›tlar›na girilmeyecek, baz›lar›n›n örneklerle do¤-
rulanmas›yla yetinilecektir.

I. i) A + B = B + A

ii) (A + B) + C = A + (B + C )

iii) A + O = O + A = A

iv) A + (- A) = O

II. k, k1 , k2 say›lar

i) kA = Ak

ii) (k1 + k2) A = k1 A + k2 A

ii) k (A + B) = kA + kB

iii) k1 (k2 A) = (k1 k2) A

iv) k (AB) = (kA) B = A (kB)

III. i) A (BC ) = (AB) C

ii) A (B + C ) = AB + AC

iii) IA = AI = A

IV. i) (A + B)T = AT + BT

ii) (AT )T = A

iii) (kA)T = kAT

iv) (AB)T = BT AT

fiimdi yukar›daki kimi özellikleri örneklerle do¤rulayal›m ve önemlerine
de¤inelim.

A =
2 0

1 -2
  , B =

1 1

2 1
  , C =

-1 2

0 2
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Matris toplamas›n›n birleflme veya paran-
tez kayd›rma özelli¤i vard›r.

S›f›r matris, matris toplamas›n›n etkisiz ele-
man›d›r.

Matris çarp›m›n›n birleflme veya parantez
kayd›rma özelli¤i vard›r.

Matris çarp›m›n›n toplama üzerine da¤›lma
özelli¤i vard›r.

(Burada  A kare matris de¤ilse, soldaki
birim matris ile sa¤daki birim matrisin mer-
tebeleri farkl›d›r.)

- A , A matrisinin toplamsal tersidir.

Matris toplamas›n›n de¤iflme özelli¤i vard›r.
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matrisleri  veriliyor.  Bu matrisler  için  matris  toplam›n›n  birleflme  özel-
li¤i I (ii) yi do¤rulay›n›z.

O halde, (A + B) + C = A + (B + C)  dir.

Matris toplamas›n›n birleflme özelli¤inin önemi fludur: Sonlu say›da toplanabilir
matris için parantez kullanmadan bunlar aras›na + iflareti konularak toplamlar› ya-
z›labilir. Örne¤in,  A + B + C, A + B + C + D yaz›l›fllar› anlaml›d›r. Çünkü bu top-
lamlar ikili nas›l gruplan›rsa gruplans›n sonuç de¤iflmeyecektir.
Genel olarak, matris çarp›m›n›n de¤iflme özelli¤i yoktur; yani

AB ≠ BA

d›r. Çünkü  AB çarp›m› tan›ml› iken  BA tan›ml› olmayabilir veya tersi (sözgeli-
fli, A n›n boyutu  2x3  ve B nin boyutu  3x4  ise AB çarp›m› tan›ml› BA çarp›m›
tan›ml› de¤ildir). Asl›nda AB ve BA çarp›mlar›n›n her ikisi de tan›ml› olsa bile,
genelde eflitlik yoktur. Afla¤›daki örnek bu durumu aç›klamaktad›r.

matrisler için  AB ≠ BA  oldu¤unu görünüz.

oldu¤undan  AB ≠ BA d›r.

AB =
 1 2

 3 4
 

- 1 5

  2 7
 =

- 1 + 4   5 + 14

- 3 + 8 15 + 28
 =

3  19

5  43
 
 

BA =
- 1 5

  2 7
 

 1  2

 3  4
 =

- 1 + 15 - 2 + 20

  2 + 21   4 + 28
 =

14  18

23  32

A =
 1  2

 3  4
  , B =

- 1 5

  2 7

A + B  =
2 3x

5 - 4
 +

y - x

3   7
 =

2 + y 2x

8    3
 
 

A + B  + C =
2 + y 2x

8 3
 +

2y - 4x

1    0
 =

2+3y - 2x

9    3
 
 

B + C  =
y - x

3   7
 +

2y - 4x

 1    0
 =

3y - 5x

 4    7
 
 

A + B + C  =
2  3x

5 - 4
 +

3y - 5x

 4    7
 =

2 + 3y - 2x

9   3

A =
2 3x

5 - 4
 , B =

y - x

3   7
 , C =

2y - 4x

1    0
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A ve B çarp›labilir matrisler ve bu matrislerden biri s›f›r matris ise AB çarp›-
m›n›n s›f›r matris olaca¤› aç›kt›r. Fakat bunun tersi do¤ru de¤ildir; yani  A ≠ O ve
B ≠ O oldu¤u halde AB = O olabilir. Afla¤›daki örne¤i inceleyiniz.

matrisleri veriliyor. AB çarp›m›n›n s›f›r matris oldu¤unu gösteriniz.

Bu örnek flunu göstermektedir: A ve B gibi iki matris için AB = O ise A = O
veya  B = O olmak zorunda de¤ildir. Oysa  a, b gerçel say›lar› için  ab = 0  ise
a = 0 veya b = 0 olmak zorunda oldu¤unu an›msay›n›z. Yine  a, b, c say›lar› için
ab = ac (a ≠ 0)  ise, b = c dir. Gerçel say›lar için çarpman›n k›saltma özelli¤i ola-
rak bilinen bu özellik de matris çarp›m› için genel olarak geçerli de¤ildir. Afla¤›daki
örne¤i inceleyiniz.

matrisleri veriliyor. Bu matrisler için k›saltma kural›n›n geçerli olmad›¤›n›
gösteriniz.

O halde, AB = AC dir; fakat k›saltma kural› geçerli de¤ildir. Çünkü B ≠ C dir.

Matris çarp›m›n›n birleflme özelli¤i III(i) nedeniyle çarp›labilir matrisler için
ABC, ABCD gibi yaz›l›fllar› anlaml› olur. Afla¤›daki örnek, matris çarp›m›n›n birlefl-
me özelli¤ini do¤rulayan bir örnektir.

matrisleri için  (AB) C = A (BC) = ABC  eflitli¤ini do¤rulay›n›z.

A =
1   0

2 - 3
  , B =

 4 1 0

 0 1 2
  , C =

 1

 0

 5

 

AB =
 2  3

 6  9
 

- 2 1

  3 2
 =

- 4 + 9 2 + 6

- 12 + 27 6 + 18
 =

  5   8

15 24
 

 
 

AC =
 2  3

 6  9
 

 1  1

 1  2
 =

 2 + 3    2 + 6

 6 + 9  6 + 18
 =

  5   8

15 24
 

A =
 2  3

 6  9
  , B =

- 2 1

  3 2
  , C =

 1  1

 1  2
 

AB =
 3  9

 1  3
 

- 3   9

  1 - 3
 =

 - 9 + 9  27 - 27

 - 3 + 3      9 - 9
 =

 0  0

 0  0

A =
 3  9

 1  3
  , B =

- 3   9

  1 - 3
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Böylece çarp›labilir A, B ve C matrisleri için  (AB) C = A (BC ) = ABC eflitli¤i do¤-
rulanm›fl olur.

Matris  çarp›m›n  birleflme  özelli¤i,  kare  bir  matrisin pozitif bir kuvvetinin
tan›mlanmas›n› da sa¤lar. A bir kare matris ve n de pozitif bir tam say› ise, A n›n
n- yinci kuvveti

olarak tan›mlan›r. Özel olarak, A bir köflegen matris

ise,

olur.

A n =

a 11
 n 0 0

0 a 22
 n 0

0 0 a mm
 n

 

A =

a 11 0 0

0 a 22 0

0 0 a mm

A = A . A . A .... A

n  tane

AB =
 1  0

 2 - 3
 

4   1   0

0  1   2
 =

4   1   0

8 - 1 - 6
 

 
 
                          AB                C          ABC
 

AB  C =
4  1   0

8 - 1 - 6
 

 1

 0

5

 =
  4

- 22
 

 
 

BC =
4 1 0

0 1 2
 

 1

 0

5

 =
  4

10

 
 
                      A             BC         ABC
 

A BC  =
1 0

2 - 3
 

 4

 10
 =

  4

- 22
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köflegen matrisinin beflinci kuvvetini bulunuz.

matrisleri için  (A + B)T = AT + BT ve  (AB)T = BT AT eflitliklerini do¤rulay›n›z.

oldu¤undan  (A + B)T = AT + BT ve  (AB)T = BT AT eflitlikleri sa¤lanm›fl olur.

1.

matrisleri veriliyor. Afla¤›daki matrisleri hesaplay›n›z. E¤er matris ifllemi tan›ml›

de¤ilse, neden tan›ml› olmad›¤›n› aç›klay›n›z.

a) A + B,   b) A - B, c) B + C, d) 3A,   e) B + CT,

f) 4A - 2B + 3CT,   g) AB,   h) AC, i) (A + B) C, j) AT CT,

m) A + X = B olacak flekildeki  X matrisini bulunuz.

n) A + Y = O olacak flekildeki  Y matrisini bulunuz.

A =
2 - 1 0

3   4 5
  , B =

1   0 0

0 - 3 2
  , C =

0   3

1   5

4 - 2

 

A T =
 3  5

 1  2
  , B T =

- 2 1

  0 2
 
 

A + B  T =
 1  1

 6  4

 T

 =
 1  6

 1  4
 
 

AB  T =
- 5 2

- 8 4

 T

 =
- 5 - 8

  2   4
 
 

A T + B T =
 1  6

 1  4
 
 

B T A T =
- 5 - 8

  2   4

A =
 3  1

 5  2
  , B =

- 2 0

  1 2
 

A5 =

25 0 0

0 - 1 5 0

0 0 35

 =

32   0    0

0 - 1    0

0   0 243

A =

2   0 0

0 - 1 0

0   0 3
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2.

a) AB matrisini bulunuz.
b) Bu vektörlerin iç çarp›m› olan  A . B say›s›n› hesaplay›n›z.

3.

AB = BA = I eflitli¤ini do¤rulay›n›z.

4.

AX = XA = I eflitli¤ini sa¤layacak flekilde bir  X matrisi bulunuz.
5. Bir giyim ma¤azas›n›n üç ambar›nda bulunan dört kalem mallar›n›n de¤erleri,
milyon TL olarak, afla¤›daki  D matrisi ile veriliyor. E¤er bu ma¤aza, mallar›na
%20 zam yaparsa ambarlar›ndaki mallar›n de¤erlerini temsil eden matris ne olur?

6. A ve B boyutlar› ayn› olan kare matrisler ise, 
(A + B)2 = A2 + AB + BA + B2

eflitli¤ini gösteriniz.

7.

a) A4 matrisini bulunuz.

b) AB = BA = I olacak flekildeki  B matrisinin

oldu¤unu gösteriniz.

B =

1 0 0

0 1/ 2 0

0 0 - 1/5

 

A =

1 0 0

0 2 0

0 0 - 5

     matrisi veriliyor.

D =

 500  750  900

 650  525  830

 420  640  835

 340  590  610

A =
1 12

0 3
  , I =

 1  0

 0  1
    matrisleri veriliyor.

A =
 3  1

 0  2
  , B =

1/3  - 1/6

   0    1/2
    matrisleri veriliyor.

A =  2    3    4   , B =

5

6

7

   matrisleri veriliyor.
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8. Bir flirket sat›n almak iste¤i 90 adet televizyon, 110 adet buzdolab›, 70 adet ça-
mafl›r makinas› için dört ayr› firmadan fiyat teklifleri al›yor. Firmalar›n bu mallar
için verdikleri birim fiyatlar, milyon TL olarak, A matrisi ile temsil edilmektedir.

E¤er flirket bu mallar›n hepsini ayn› firmadan almak isterse, minimum toplam
fiyat› hangi firma vermifltir?

TERS MATR‹S

Tersi olan kare matrislerin terslerinin bulunmas›.

A bir kare matris olsun. A ile sa¤dan ve soldan çarp›ld›¤›nda ayn› birim matrisi
veren bir matris varsa, bu matrise  A n›n tersi denir  ve  bu matris  A-1 ile gös-
terilir. O halde, A n›n tersi  A-1 varsa,

AA-1 = A-1 A = I

d›r.
fiimdi ters matrise iliflkin do¤rudan tan›mdan elde edilebilecek baz› uyar›lar ve

sonuçlar s›ralayal›m:
i) Ancak kare matrislerin tersleri olabilir. Her kare matrisin de tersi yoktur.
ii) A matrisinin tersi varsa, bu ters matris de kare matristir ve boyutu  A n›n bo-

yutu ile ayn›d›r.
iii) A n›n tersi varsa bu ters matris tektir.
iv) A n›n tersi  A-1 varsa, A da  A-1 ›n tersidir; yani (A-1)-1 = A d›r.

matrisleri veriliyor.  A-1 = B  oldu¤unu 

gösteriniz.

oldu¤undan A-1 = B dir.

AB =
3 11

1   4
 

  4 - 11

- 1     3
 =

 1  0

 0  1
 = I

 
 

BA =
  4 - 11

- 1    3
 

3 11

1   4
 =

 1  0

 0  1
 = I

A =
 3  11

 1  4
  ,  B =

  4  - 11

- 1   3

A =

130 180 170

150 175 165

120 190 150

140 200 160

 

1. firma

2. firma

3. firma

4. firma

Tv Bd Çm
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matrisinin tersinin olmad›¤›n› gösteriniz.

A matrisinin tersinin varl›¤›n› kabul edelim. Bu matris  A ile ayn› boyutta bir mat-
ris olacakt›r; diyelim ki

olsun ve  AB = BA = I eflitliklerini sa¤las›n.

Sa¤ yandaki son iki matrisin eflitli¤inden

2b11 = 1 2b12 = 0
5b11 = 0 5b12 = 1

denklemleri  elde  edilir. Ayn› zamanda  b11 = 1/2  ve  b11 = 0  (benzer olarak
b12 = 0  ve  b12 = 1/5) olamayaca¤›ndan, AB = I eflitli¤ini sa¤layan bir  B matri-
si bulunamaz. Öyleyse  A matrisinin ters matrisi yoktur.

A  matrisinin tersi varsa, tek oldu¤unu gösteriniz.

A matrisinin iki tane tersinin varl›¤›n› kabul edelim. Bunlar  B ve  C olsunlar.
O zaman

AB = BA = I
AC = CA = I

eflitlikleri vard›r. fiimdi bu eflitlikleri ve çarp›m›n birleflme özelli¤ini kullan›rsak

B = BI = B (AC ) = (BA) C = IC = C

olur.

A  ve B  ayn› boyutlu tersleri olan matrisler ise, AB  çarp›m matrisinin de
tersinin var oldu¤unu ve  (AB)-1 = B -1 A-1 oldu¤unu gösteriniz.

A ve  B ayn› boyutlu tersleri olan matrisler ise, AB ve  B -1 A-1 çarp›mlar› da
tan›ml›d›r. AB = C diyelim. CD = DC = I olacak flekilde bir  D matrisi var m›?
E¤er  D = B -1 A-1 al›rsak aran›lan koflullar sa¤lan›r. Gerçekten,

CD = (AB) (B -1A-1) = A (BB -1) A-1 = A (I ) A-1 = (A I ) A-1 = AA-1 = I
DC = (B -1 A-1) (AB) = B -1 (A-1 A) B = B -1 (I ) B = B -1 (IB) = B -1 B = I

oldu¤undan  C -1 = D; yani  (AB)-1 = B -1 A-1 dir.

AB =
 2  0

 5  0
 

b 11 b 12

b 21 b 22

 =
2b 11 2b 12

5b 11 5b 12

 =
 1  0

 0  1

B =
b 11 b 12

b 21 b 22

 

A =
 2  0

 5  0

Ters  Matr is272
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matrisinin tersini bulunuz.

A matrisinin tersi varsa,   biçiminde bir matris olacakt›r ve  

AB = BA = I koflulunu sa¤layacakt›r. Buna göre,

matris eflitli¤inden

x + 3z =  1
2x =  0

y + 3t =  0
2y =  1

do¤rusal denklem sistemi elde edilir. Sistem yeterince basit oldu¤undan çözümü-
nü hemen yazabiliriz: x = 0, y = 1/2, z = 1/3, t = - 1/6  bulunur. fiimdi

matrisinin  A n›n tersi,  yani B = A-1 oldu¤unu kolayca do¤rulayabiliriz:

oldu¤undan

bulunur.

‹lkel Sat›r ‹fllemleri ve Ters Matrisin Hesaplanmas›
Bir kare matrisin tersini hesaplaman›n birçok yöntemi vard›r. 25. Örnekte 2 nci
mertebeden bir kare matrisin tersinin nas›l bulunabilece¤ini gördük. Ancak, bu
yol üç ve daha yukar› mertebeden matrislerin terslerinin bulunmas›nda uygun bir
yol de¤ildir. Örne¤in, üçüncü mertebeden bir matrisin tersini bulmak için dokuz
bilinmeyenli dokuz denklemden oluflan bir do¤rusal denklem sistemini çözmek
durumunda kal›r›z. Bu nedenle, ters matrisi hesaplaman›n daha uygun yöntemle-
rini ö¤renmeliyiz. Bu yöntemlerden biri de Gauss Yöntemidir. Gauss Yönteminin

A-1 =
   0    1/2

1/3  - 1/6

AB =
 1  3

 2  0
 

  0   1/2

1/3  - 1/6
 =

 1  0

 0  1
 
 

BA =
   0    1/2

1/3  - 1/6
 

 1  3

 2  0
 =

 1  0

 0  1

B =
  0    1/2

1/3  - 1/6

AB =
 1  3

 2  0
 

 x  y 

 z  t 
 =

 x + 3z  y + 3t 

 2x  2y 
 =

 1  0

 0  1

B =
 x  y 

 z  t 
 

A =
 1  3

 2  0
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ne oldu¤una girmeden önce bir matrisin sat›rlar› aras›nda tan›mlanan ilkel sat›r ifl-
lemlerinden söz edelim:

Do¤rusal denklem sistemlerinin çözümlerini araflt›r›rken (11. Ünite) üç tür te-
mel sat›r iflleminden söz etmifltik. Ayn› tür ifllemler bir matrisin sat›rlar›na uygu-
land›¤›nda bu ifllemlere ilkel sat›r ifllemleri, elde edilen matrise de verilen mat-
rise sat›r eflde¤er matris denir. fiimdi ilkel sat›r ifllemlerini görelim:

Üç tip ilkel sat›r ifllemi vard›r:
I. Matrisin iki sat›r›n›n yerlerinin de¤ifltirilmesi
II. Bir sat›r›n s›f›r olmayan bir say› ile çarp›lmas›
III. Bir sat›r›n bir say› ile çarp›l›p baflka bir sat›r üzerinde toplanmas›

Sat›r ifllemleri do¤rusal cebirin en önemli araçlar›ndan birisidir. Do¤rusal denk-
lem sistemlerinin çözümlerinin belirlenmesinde ve daha kimi konularda hem ku-
ramsal hem de uygulama aç›s›ndan neredeyse kaç›n›lmazd›r. Bu nedenlerden do-
lay› sat›r ifllemlerinin mekanik bir biçime getirilmesi oldukça yararl›d›r. Öncelikle
bir matrise sat›r ifllemleri uygulamaktan beklentimizin ne oldu¤una aç›kl›k getire-
lim. Amaç yap›lan ifllere göre de¤iflmekle birlikte genelde verilen matrisi basa-

mak biçimine getirmek ço¤u problem için yeterlidir. fiimdi basamak matrisin ne
oldu¤unu tan›mlayal›m. E¤er verilen bir matriste her sat›r›n s›f›rdan farkl› ilk ö¤e-
si bir ve bu birin oldu¤u sütunda birden sonra gelen ö¤eler s›f›r ise böyle bir mat-
rise basamak biçiminde (ya da eflolon biçimde) bir matris denir. Afla¤›da ör-
nek olarak gösterilen matrisler basamak biçimdedir.

Yukar›daki örneklerden kolayca anlafl›laca¤› gibi öncelikle her sat›r›n ilk ö¤e-
sine bak›yoruz, e¤er bu ö¤e bir ise birin alt›ndaki ö¤enin s›f›r olup olmad›¤›n› de-
netliyoruz. fiimdi verilen bir matrisin sistematik bir flekilde bu biçime nas›l getiri-
lece¤ini görelim. Basamak biçimin tan›m›ndan da anlafl›laca¤› gibi öncelikle, e¤er
birinci sat›r›n birinci ö¤esi s›f›rdan farkl› ise bu ö¤eyle birinci sat›r bölünür. E¤er
birinci sat›r›n birinci ö¤esi s›f›r ise, birinci sat›r, birinci ö¤esi s›f›rdan farkl› olan
herhangi bir sat›r ile de¤ifltirilip yukar›daki ifllem uygulan›r. Daha sonra birinci sa-
t›r i ≥ 2 için  i- yinci sat›r›n ilk ö¤esi a n›n toplamsal tersi - a ile çarp›l›p i- yinci
sat›r üzerine toplan›p, birin alt›nda kalan ö¤eler s›f›r yap›l›r. Bu sayede basamak
biçim için birinci sat›r›n gerçekleflmesi gereken koflul sa¤lanm›fl olur. Daha sonra
ayn› ifllem ikinci ve daha sonraki sat›rlara uygulan›r. Böylece verilen matrisin ba-
samak biçimine getirmifl oluruz. fiimdi bir örnekle uygulamay› görelim: 

matrisini basamak biçimine getiriniz.A =

1 3 -1

0 1 4

-2 1 1

1 -2 3 0

0 0 1 -1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,

1 0 1

0 0 1

0 0 0

 ,
1 -3 4

0 0 1
 ,

1 0 0 0 1

0 0 1 1 0

0 0 0 1 -1

0 0 0 0 1
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Apaç›k olarak bu son elde etti¤imiz matris basamak biçimindedir.

matrisini basamak biçimine getirelim.

1 1/4 -1/2

0 -7/4 3/2

~
1 1/4 -1/2

0 -1 + 1
4
 .(-3) 0 + - 1

2
 .(-3)

 =
1 1/4 -1/2

0 -7/4 3/2

~
1 1/4 -2/4

3 -1 0

4 1 -2

3 -1 0

A =
4 1 -2

3 -1 0  

~

1 3 -1

0 1 4

0 0 1

~

1   3    -1

0   1    4

0   7 +1. (-7)   -1 + 4.(-7)

 =

1 3 -1

0 1 4

0 0 -29

1 3 -1

0 1 4

0 7 -1

~

1   3 -1

0   1  4

-2 + 1.2     1 + 3.2 1 + (-1).2

 =

1  3  -1

0  1  4

0  7  -1

1 3 -1

0 1 4

-2 1 1

Ters  Matr is 275

a11 = 1 oldu¤undan ikinci ve üçüncü sat›r›n birinci ö¤elerini s›f›r
yapmal›y›z. ‹kinci sat›r›n ilk ö¤esi s›f›rd›r. Üçüncü sat›r›n ilk ö¤esini
s›f›r yapmak için birinci sat›r 2 ile çarp›l›p üçüncü sat›ra eklenir.

‹kinci sat›r›n ikinci ö¤esi  1  oldu¤undan, üçüncü sat›r›n ikinci ö¤esi
s›f›r yap›lmal›d›r. Bunun için ikinci sat›r  -7  ile çarp›l›p üçüncü
sat›ra eklenir.

Üçüncü sat›r›n üçüncü ö¤esini bir yapmak için üçüncü sat›r›n her
ö¤esini üçüncü sat›r›n üçüncü ö¤esi olan -29 say›s›na böldük.

‹lk sat›r›n ilk eleman› 1 olmad›¤› için bu sat›r›n her eleman›n› 4 e
bölelim.

‹kinci sat›r›n birinci ö¤esini s›f›r yapmak için birinci sat›r›n
- 3 kat›n› ikinci sat›ra ekleyelim.

‹kinci sat›r›n ikinci ö¤esini 1 yapmak için ikinci sat›r›n her
ö¤esini - 4/7 ile çarpal›m.
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Son bir örnek daha matrisini basamak biçimine getirelim.

elde edilir.

E¤er bir A kare matrisi A n›n sat›rlar›na uygulanan ilkel sat›r ifllemleri sonucun-
da birim matrise dönüfltürülebiliyorsa, bir baflka ifadeyle A matrisi birim matris I
ya sat›r eflde¤er ise, A matrisinin tersi vard›r. Bunun için, A ile I afla¤›da oldu¤u
gibi yan yana yaz›l›r ve elde edilen

(A : I )

blok matrisine ilkel sat›r ifllemleri uygulan›rsa, A n›n yerinde birim matris olufltu-
ruldu¤unda, I n›n yerinde oluflan matris A-1 olur. K›saca (A:I ) blok matrisi bir (I:B)
matrisine dönüfltürülebildi¤inde  B = A-1 dir. Bu yolla A-1 matrisinin bulunmas›na
Gauss Yöntemi denir.

matrisinin varsa, tersini bulunuz.

Gauss Yöntemini uygulayal›m:

A : I  =
1   3 1 0

2 - 4 0 1
 
 
 

         ~
1    3   1 0

0 - 10 - 2 1

 

A =
1   3

2 - 4
 

~
1 -1/2

0 1

~
-2 1

0 1

0 1

-2 1

A =
0 1

-2 1
 

~
0 1/4 -1/2

0 1 3
2
 . - 4

7

 =
0 1/4 -1/2

0 1 - 6
7
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Birinci sat›r›n birinci ö¤esi s›f›r oldu¤u için bu sat›r›n ilk ö¤esini
s›f›rdan farkl› olan ikinci sat›r ile yer de¤ifltirelim.

‹lk sat›r›n ilk ö¤esini 1 yapmak için birinci sat›r› -2 ye bölelim. 

Ö R N E K  2 9

Birinci sat›r› - 2 ile çarp›p ikinci sat›r
üzerinde toplayal›m.

‹kinci sat›r›  - 1
10

  ile  çarpal›m.
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olur. A n›n yerinde birim matris olufltu¤u için  A-1 vard›r ve

dir.

matrisinin varsa, tersini bulunuz.

Gauss Yöntemini uygulayal›m:

A : I  =

- 3 0 1 1 0 0

  1 2 3 0 1 0

  0 0 5 0 0 1
 
 

        ~

  1 2 3 0 1 0

- 3 0 1 1 0 0

  0 0 5 0 0 1
 
 

        ~

1 2   3 0 1 0

0 6 10 1 3 0

0 0   1 0 0 1/5
 
 

        ~

1 2 3 0 1 0

0 1 5/3 1/6 1/2 0

0 0 1 0 0 1/5
 
 

        ~

1 0 - 1/3 - 1/3 0 0

0 1 5/3 1/6 1/2 0

0 0 1 0 0 1/5
 
 

        ~

1 0 0 - 1/3 0 1/15

0 1 0 1/6 1/2 - 1/3

0 0 1 0 0 1/5

 = I : B  

A =

- 3 0 1

  1 2 3

  0 0 5

 

A -1 = B =
2/5   3/10

1/5 - 1/10
  = 1

10
 

4 3

2 - 1

Ters  Matr is 277

‹kinci sat›r› - 3 ile çarp›p
birinci sat›r üzerinde
toplayal›m.

~
1 3   1 0

0 1 1/5 - 1/10
 
 

~
1 0 2/5   3/10

0 1 1/5 - 1/10
 

Ö R N E K  3 0

Birinci sat›r ile ikinci sat›r›
yer de¤ifltirelim.

‹kinci sat›r› 1/6 ile
çarpal›m.

Birinci sat›r› 3 ile çarp›p
ikinci sat›r üzerinde
toplayal›m; üçüncü sat›r›
1/5 ile çarpal›m.

Üçüncü sat›r› 1/3 ile
çarp›p birinci sat›r
üzerinde; - 5/3 ile çarp›p
ikinci sat›r üzerinde
toplayal›m.

‹kinci sat›r› - 2 ile çarp›p
birinci sat›r üzerinde
toplayal›m.
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oldu¤undan,  A matrisinin tersi vard›r ve  A-1 = B dir; yani

olur.

matrisinin varsa, tersini bulunuz.

Gauss Yöntemini kullanal›m:

Birinci blokun ikinci sat›r› bütünüyle s›f›r oldu¤undan art›k burada birim matris
oluflturulamaz. O halde,  A matrisinin tersi yoktur.

1.

veriliyor. Bu matrislerden hangileri birbirlerinin tersidir?

2.

oldu¤unu do¤rulay›n›z.

3.

4. Sat›r ifllemleri uygulayarak

matrisini birim matrise dönüfltürünüz. A-1 var m›, varsa hangi matris?

A =

  1 0 0

- 3 0 2

  1 2 0

 

A -1 =
 0  1

 1  2
    ise, A  matrisi nedir?

A =

2 0 0

0 3 0

0 0 1/4

  matrisi için A -1 =

1/2 0 0

0 1/3 0

0 0 4

A =
 1  1

 3  2
  , B =

- 2 1

  3 1
  , C =

- 2   1

  3 - 1
   matrisleri

A : I  =
  1   2 1 0

- 3 - 6 0 1
 
 

        ~
1 2 1 0

0 0 3 1

A =
  1   2

- 3 - 6
 

A -1 =

- 1/3 0 1/15

 1/6 1/2 - 1/3

0 0 1/5

 = 1
30

 

- 10   0    2

  5 15 - 10

   0   0    6

Ters  Matr is278
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Birinci sat›r›n 3 kat›n› ikinci sat›ra
ekleyelim.
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5. Afla¤›daki matrislerin terslerini Gauss yöntemiyle bulunuz.

DO⁄RUSAL DENKLEM S‹STEMLER‹N‹N
MATR‹SLERLE GÖSTER‹L‹fi‹

Verilen bir do¤rusal denklem sisteminin matris gösterimiyle yaz›-
l›fl›n› ve çözümünün matris ifllemleriyle nas›l yap›labilece¤ini ör-
neklerle görmek.

n bilinmeyen ve  m tane denklemden oluflan

a11 x1 + a12 x2 + ... + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + ... + a2n xn = b2

am1 x1 + am2 x2 + ... + amn xn = bm

do¤rusal denklem sistemi

AX = B

biçiminde bir matris eflitli¤i ile gösterilebilir. Bu yaz›l›flta

katsay›lar matrisi,

bilinmeyenler matrisi ve

sabitler matrisi ad›n› al›r. E¤er do¤rusal denklem sistemi homojen sistem ise, ya-
ni sabitler matrisi  B s›f›r matris ise, verilen do¤rusal denklem sisteminin matris
gösterimi

B =

 b 1 

b 2

b m

 

X =

 x 1 

x 2

x n

 

A =

a 11 a 12 a 1n

a 21 a 22 a 2n

am 1 am 2 amn

 

 

A =
1   2

3   4
  , B =

5 - 1

10 2
  , C =

2 6 10

0 1 - 3

0 0   4

Do¤rusal  Denklem Sistemler in in  Matr is ler le  Göster i l ifl i 279
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AX = O

fleklinde olur. Afla¤›daki örnekleri inceleyiniz.

x1 – 3x2 +   x4 = 5
2x1 –   x3 + 3x4 = – 1

x2 + 4x3 –   x4 = 7

do¤rusal denklem sisteminin matris gösterimini yaz›n›z.

Sistemin katsay›lar matrisi, bilinmeyenler matrisi ve sabitler matrisi, s›ras›yla,

olmak üzere, verilen sistemin  AX = B biçimindeki matris gösterimi

olur.

Do¤rusal Denklem Sistemlerinin Matris Gösterimiyle
Çözümlerinin Aranmas›
Verilen bir do¤rusal denklem sisteminin matris gösterimi sistemin çözümünün
aranmas›nda kolayl›k sa¤lar. fiöyle ki; matris gösterimi  AX = B olan bir do¤rusal
denklem sistemi için, katsay›lar matrisi  A ile sabitler matrisi  B yi yan yana ya-
z›p elde etti¤imiz

(A : B)

blok matrisine verilen sistemin geniflletilmifl matrisi denir. Bu geniflletilmifl mat-
ris üzerine uygulanan her ilkel sat›r ifllemiyle elde edilen yeni matris, bafllang›çta
verilen do¤rusal denklem sistemine eflde¤er bir denklem sisteminin geniflletilmifl
matrisdir. Baflka bir ifadeyle, (A : B)  geniflletilmifl matris üzerine uygulanan ilkel
sat›r ifllemleri verilen sistemin çözümünü etkilemeyecektir. Çünkü  (A : B)  üze-
rindeki ilkel sat›r ifllemleri asl›nda verilen do¤rusal denklem sistemi için sat›r ifl-
lemleridir. ‹flte bu kural sistemin çözümünün aranmas›nda uygulanan Gauss yok
etme yönteminin geniflletilmifl matris üzerinde uygulanabilirli¤ini sa¤lar. Örnekler-
le görelim: 

1 - 3   0   1

2   0 - 1   3

0   1   4 - 1

 

x 1

x 2

x 3

x 4

 =

  5

- 1

  7

A =

1 - 3   0   1

2   0 - 1   3

0   1   4 - 1

  , X =

x 1

x 2

x 3

x 4

  , B =

  5

- 1

  7
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x1 + 2x2 –  x3 = 6
– x1 +   x2 + 2x3 = – 1
3x1 –   x2 +   x3 = 0

do¤rusal denklem sistemini çözünüz.

Geniflletilmifl matrisi, basamak biçiminde bir do¤rusal denklem sisteminin genifl-
letilmifl matrisine dönüfltürmek için ilkel sat›r ifllemleri uygulayal›m.

Son yaz›lan blok matris basamak biçimindeki

x1 + 2x2 - x3 = 6
3x2 + x3 = 5

x3 = - 1

do¤rusal denklem sisteminin geniflletilmifl matrisidir. Bu sistemin üçüncü denklemin-
den  x3 = - 1, ikinci denkleminden  x2 = 2, birinci denkleminden  x1 = 1  bulunur.
Bu çözüm ayn› zamanda verilen do¤rusal denklem sisteminin bir çözümüdür.

A : B  =

  1   2 - 1   6

- 1   1   2 - 1

  3 - 1   1   0
 
 

         ~

1   2 - 1     6

0   3   1     5

0 - 7   4 - 18
 
 

         ~

1  2 - 1    6

0  3   1    5

0 0 19
3

- 19
3

 
 

         ~

1 2 - 1    6

0 3   1    5

0 0   1 - 1

 

A : B  =

  1   2 - 1   6

- 1   1   2 - 1

  3 - 1   1   0
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‹lk sat›r› ikinci sat›r üzerinde toplaya-
l›m; ilk sat›r› - 3 ile çarp›p üçüncü sa-
t›r üzerinde toplayal›m.

‹kinci sat›r› 7
3
 ile çarp›p üçüncü

sat›r üzerinde toplayal›m.

Üçüncü sat›r› 3
19

 ile çarpal›m.
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2x1 –   x2 =  1
– 6x1 + 3x2 =  5

do¤rusal denklem sisteminin çözümünü araflt›r›n›z.

Geniflletilmifl matrisi yaz›p, sat›r ifllemleri uygulayal›m:

Bu blok matris hiçbir do¤rusal denklem sisteminin geniflletilmifl matrisi olamaz.
(Nedenini siz aç›klay›n›z.) O halde, verilen do¤rusal denklem sisteminin bir çözü-
mü yoktur; bir baflka ifade ile sistem tutars›zd›r.

x1 + 2x3 = – 7
3x1 – x3 = 14

do¤rusal denklem sistemini çözünüz.

Katsay›lar matrisi

oldu¤undan, sistemin matris gösteriliflinden bilinmeyenler matrisi  X  i çözebiliriz:

AX = B
A-1 (AX) = A-1B

IX = A-1B
X = A-1B

Böylece

olur. O halde, sistemin çözümü  x1 = 3  ve  x2 = - 5 dir.

Bu son örnek bize flunu göstermektedir: n bilinmeyenli  n tane denklemden
oluflan bir do¤rusal denklem sisteminin katsay›lar matrisi  A n›n tersi  A-1 varsa,
bilinmeyenler matrisi

X = A-1B

dir.

X =
 x 1 

 x 2 
 = 1

7
 

1   2

3 - 1
 

- 7

14
 = 1

7
 

- 7 + 28

- 21 - 14
 =

  3

- 5

A =
1 2

3 - 1
     için A -1 = 1

7
 

1 2

3 - 1
 

A : B  =
  2 -  1 1

- 6   3 5
 
 

          ~
2 -  1 1

0   0 8
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Ö R N E K  3 4

Ö R N E K  3 5

‹lk sat›r› 3 ile çarp›p ikinci sat›r üzerinde
toplayal›m.



Ç
Ö

Z
Ü

M

x1 + 2x2 + 2x3 = 3
3x1 + x2 = 0
x1 + x2 + x3 = 2

do¤rusal denklem sistemini çözünüz.

Katsay›lar matrisi

n›n tersi  A-1 Gauss yöntemiyle hesaplan›rsa

bulunur. O halde,

ve verilen sistemin çözümü  x1 = 1, x2 = - 3, x3 = 4  olur.

1. Afla¤›daki do¤rusal denklem sistemlerinin matris gösterimlerini yaz›n›z.

a) x - 2y = - 3 b) x1 + 2x3 = 4

3x + y = 5 5x1 - 3x2 +  x3 = 2

c) x1 +  x2 + x3 + x4 = 0 d) 3x1 + x2 + 5x3 - x4 = 3

x2 - x3 + x4 = 0

x1 -  x2 + x4 = 0

- x1 + x3 + x4 = 0

2. Afla¤›da matris gösterimleri verilen do¤rusal denklem sistemlerini yaz›n›z.

a) 
3 - 2

1   5
 x 1

x 2
 =

- 2

56
 b) 

  1 0 2

- 1 1 0
 

x 1

x 2

x 3

 =
1

2
 
 
 

c) 

3 1 2

2 1 3

1 1 1

 
x 1

x 2

x 3

 =

0

0

0

 d) ( 1    2     - 1     3 )

x 1

x 2

x 3

x 4

 = 7

X =
x 1

x 2

x 3

 = A -1B =

- 1   0   2

  3   1 - 6

- 2 - 1   5

 

 3

 0

 2

 =

- 3 + 4

9 - 12

- 6 + 10

 =

  1

- 3

  4

A -1 =

- 1   0   2

 3   1 - 6

- 2 - 1   5

A =

 1  2  2

 3  1  0

 1  1  1
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3. Afla¤›da verilen do¤rusal denklem sistemlerinin matris gösterimlerini yaz›n›z ve
Gauss yöntemiyle çözümlerini bulunuz.

a) 3x1 -   2x2 = - 2 b) x1 + x2 = 9

x1 +   5x2 = 56 x2 + x3 = 11

x1 + x3 = 10

c) x1 + x2 + x3 - x4 = 2

x1 + x2 - x3 + x4 = 2

x1 -  x2 + x3 + x4 = 4

- x1 + x2 + x3 + x4 = 0 

4. x1 + 2x3 = - 1
2x1 - x2 + 3x3 = - 8
4x1 + x2 + 8x3 = 1

do¤rusal denklem sistemi veriliyor. Önce  A-1 matrisini bulunuz sonra da denk-
lem sistemini çözünüz.
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Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

Cebirin temel teoremini ilk kez kan›tlayan ma-
tematikçidir. Kuramsal ve uygulamal› mate-
matik alanlar›nda bir çok konuya öncülük et-
mifltir.

"Matematik tüm bilimlerin kraliçesi, say›lar
kuram› ise matemati¤in kraliçesidir."

Carl Friedrich GAUSS
"Evrenin hakimi say›d›r."

Pisagorcular
"Daha sonraki devirlerdeki sistematik aritme-
ti¤in oluflumu ve geliflmesinin oldu¤u gibi, yüz-
y›l›m›zdaki (19.) matemati¤in özgün bilimsel
fikirler sahas›nda meydana getirdi¤i hemen
hemen herfleyin Gauss ile ba¤lant›s› vard›r."

Lêopold KRONECKER



Kendimizi S›nayal›m
1. 2x1 - 3x2 + x3 =   2

x1 + 2x3 = - 1
4x1 + 5x2 =   0

do¤rusal denklem sisteminin katsay›lar matrisi afla¤›daki-
lerden hangisidir?

2. matrisinin a24

eleman› afla¤›dakilerden hangisidir?
a. x

b. π
c. y

d. 2
e. - 1

3. Afla¤›dakilerden hangisi üçüncü mertebeden bir birim
matristir?

4. matrisinin devri¤i (transpozesi)

afla¤›dakilerden hangisidir?

5. Afla¤›dakilerden hangisi bir köflegen matristir?

6. Afla¤›daki matrislerden hangisi basamak biçiminde bir
matristir?

a. 
    1 0 0
- 34 5 0
  10 2 3

 b. 
5 0 1
0 5 1
0 5 0

 
 

c. 
1 0 0
0 0 1
0 2 0

 d. 

1   5 7 9
0 1 0 0
0   0 1 2
0   0 0 0

 
 

e. 
2   3 0 0
0   0 1 0
0 - 1 0 0

a. 
1 - 5 0
0   2 4
0   0 1

 b. 

3 0   0 0
0 1   0 0
0 0 - 2 0
0 0   0 x

 
 
c. 2 0 0

0 1 0
 d. 1 0

3 2
 
 

e. 
  1 0 0
- 1 1 0
  4 5 1

a. 
  0   1
- 3   5
  4 - 2

 b. 
  1   0
  5 - 3
- 2   4

 

c. 
  4 - 2
- 3   5
  0   1

 d. 0 - 3   4
1   5 - 2

 
 
e.   4  - 3 0

- 2   5 1

A = 1   5  - 2
0 - 3   4

 

a. 
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 b. 1 0 0
0 1 0

 
 

c. 1 0
0 1

 d. 
0 0 1
0 1 0
1 0 0

 
 

e. 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

A =

- 1 5 2 p

 x 1
5

0,3 y

  0 4 - 1 2

 

a. 
2 - 3 1
1   0 2
4   5 0

 b. 
  2 1 4
- 3 0 5
  1 2 0

 
 

c. 
2 - 3   2
1   0 - 1
4   5   0

 d. 
  2  2  - 3
- 1  1   0
  0  4   5

 
 

e. 
  2 - 1   0
  2   2 - 3
- 1   1   0
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7.

matrisleri için aralar›nda toplama iflleminin yap›labildi¤i
matrisler afla¤›dakilerden hangisidir?

a. A ve B
b. A ve C
c. A ve D
d. B ve C
e. B ve D

8. 7. soruda verilen matrisler için afla¤›daki matris çar-
p›mlar›ndan hangisi tan›ml›d›r?

a. BA

b. BD

c. CA

d. DA

e. AD

9. A = (1  4  7  - 3) sat›r matrisi ile sütun 

matrisinin AB çarp›m› hangi matristir?

10. 

matrislerinin AB çarp›m matrisi afla¤›dakilerden hangisidir?

11. matrisinin tersi afla¤›dakilerden

hangisidir?

12. Geniflletilmifl matrisi olan 

do¤rusal denklem sistemi afla¤›dakilerden hangisidir?
a. x1 - 3x2 + 2x4 - 5 = 0

4x2 - x3 +3x4 - 2 = 0
2x1 - 3x2 +7x3 + 1 = 0

b. x1 - 3x2 +2x4 + 5 = 0
4x2 -x3 +3x4 + 2 = 0

2x1 - 3x2 + 7x3 -1 = 0

c. x1 -  3x2 + 2x3 - 5 = 0
4x1 -  x2 + 3x3 - 2 = 0
2x1 - 3x2 + 7x3 + 1 = 0

d. x1 - 3x2 + 2x4 + 5x5 = 0
4x2 - x3 + 3x4 + 2x5 = 0

2x1 - 3x2 + 7x3 - x5 = 0

e. x1+ 2x3            - 5 = 0
-3x1 + 4x2 - 3x3 - 2 = 0

-x2 + 7x3 +1 = 0
2x1 + 3x2 = 0

1 -3 0 2 5
0 4 -1 3 2
2 -3 7 0 -1

a. 
1 -3 0
0 3 1
0 0 1

 b. 
2 0 1
0 1 0
3 0 1

 

 
 

c. 
1/3 0 0
0 -1 0
0 0 1/2

 d. 
-1/3 0 0
0 1 0
0 0 -1/2

 
 

e. 
0 0 2
0 -1 0
3 0 0

3   0   0
0  -1   0
0   0   2

a. 1  -1
0 32

 b. 0  -1
-6 32

 c. 1   0
32   6

 
 
 
d. 1   3

5   7
 e. 0  -1

-6  0

A = 2  1  -1
0  3  4

    ve B =
1   0
-2   4
0   5

 

a. 25  b. 23
 

c. - 2   0   28   - 3  d. 

- 2
  0
28
- 3

 
e. O  s›f›r matris

B =

- 2
  0
  4
  1

 

A =
- 1   2 0

3  3
4

1

   ,

 
 

B =
  0 3 5   1
- 7 2 1   0
  8 3 2 - 1

  ,

 
 

C =

3   1 0 11

 0 - 3 5 4

 x - 1 0 0

   ,

 
 

D =
  1 0 5
- 3 7 2
  0 5 5
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Biraz Daha Düflünelim
1. Bir üretici A, B, C, D, E ham maddelerini kullanarak üç

çeflit mal üretmektedir. Her mal›n birim üretimi için ge-

rekli hammadde miktarlar› kg olarak afla¤›daki tablo ile

verilmektedir.

E¤er bu üretici 70 adet birinci tür, 80 adet ikinci tür ve

110 adet üçüncü türden mal üretimi siparifli al›rsa, bu

mallar›n üretimi için gerekli ham madde miktarlar› nas›l

bir matrisle temsil edilebilir? Ayr›ca hammaddelerin fiyat-

lar› milyon TL/kg olarak, afla¤›daki tablo ile verilmifl ise,

siparifl edilen mallar için gerekli toplam ham madde be-

deli ne olur?
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Ürün türleri

I

A

3

1

2

B

2

0

1

C

1

2

2

D

0

3

1

E

1

2

0

Hammadde çeflitleri

II

III

Hammadde
birim fiyatlar›

A

3

B

1

C

5

D

4

E

2




