Determinantlar

Amaclar
Bu tiniteyi calistiktan sonra;

@ determinant kavramini taniyacak, determinantlarin ézelliklerini égrenecek
ve bir kare matrisin determinantint besaplayabileceksiniz,

@& bir kare matrisin tersinin var olup olmadigina karar verebileceksiniz,

@ tersi olan matrisin tersini, determinant: yardimuyla bulabileceksiniz,

& bilinmeyen sayisi, denklem sayisina esit olan dogrusal denklem sistemlerinin
coziimiinii Cramer Yontemiyle yapabileceksiniz.
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DIKKAT

I¢indekiler

e Determinant ve Determinant Hesaplamasi, Saruss Kurali

o Kofaktérler ile Determinant Hesaplamasi

e Ters Matrisin Kofaktorler ve Determinant Yardimiyla Bulunmasi
e Cramer Kurali

Kare matrisler ile determinantlar arasindaki iliski iyi anlasilmalidar.
e Determinantlarin 6zellikleri dikkatle incelenmelidir.
e Determinant besaplamalarinda pratik kRurallar iyi 6grenilmelidir.
* Coziim icin birakidan ahstirmalar Ragit ve kalem kullamlarak coziilmelidir.

Giris

Elemanlar: sayilar olan bir kare matrise, o matrisin determinanti denilen bir sa-
Vi karsilik getirilir. Bu sayi, matrisin elemanlar: arasinda belli kurallara gore ya-
pilan besaplamalar sonucu elde edilir. Bir kare matrisin determinanti olan sayi-
nin hesaplanmasina kisaca determinantin acilimi veya besaplanmasi denir.
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DETERMINANT VE DETERMINANT HESAPLANMASI

Determinant, matrisler cebirinin 6nemli bir kavramidir. Kare matrisler i¢in tanimli
olan bu kavram, matematigin bir ¢cok alaninda, ¢zellikle de dogrusal denklem sis-
temlerinin ¢6ztimlerinin arastirilmasinda oldukca yararlt arac niteligindedir.

Bir matrisin determinanti belli bir kurala gore onun elemanlar tirtinden ta-
nimlanan bir sayidir. Bir A kare matrisi icin 4 nin determinanti olan bu say1

det (A) veya | Al

simgelerinden biriyle gosterilir. Bazen A matrisinin elemanlart dogrudan iki ¢izgi
icine alinarak da A nin determinanti gosterilebilir. S6z gelisi,

-1 0
matrisi icin A nin determinanti

Al =

32
-1 0

olarak gosterilir. Simdi bir kare matris i¢in bu saymin nasil tanimlandigint 6nce
boyutu 1x 1, 2x 2, 3 x 3 olan matrisler icin, sonra da genel 7 x n-li bir mat-
ris icin ifade edelim.

Boyutu 1 x 1 olan bir matrisin determinanti, matrisin tek elemani olan o sa-
yidir. Ornegin, 4 = (- 3) matrisi icin |4l = -3, B=(7) matrisi icin | Bl = 7; ge-
nel olarak bir M = (my)y; matrisi icin | Ml= my; dir.

Boyutu 2 x 2 olan bir

a a
A=( 11 12 )
ar a2

matrisi icin A nin determinanti kosegenleri Gizerindeki elemanlarinin carpimlari
farkidir; yani

= dnd2 - andzi

formultyle tanimlanir.
Ornegin,

(1)

matrisinin determinantint det (4) = 1.8 - 5.7 = 8 - 35 = - 27 olarak bulunur.
Boyutu 3 x 3 olan bir

ain aiz a3
A=l an ax az3
aslr  dsz2 ds3

matrisinin determinanti asagidaki sekilde hesaplanir:
() A nm ilk iki stitunu, G¢linct stitunun yanina, parantezin disina yazilir;
(i) Bu yazilistan sonra asagida oldugu gibi 4 nin esas kosegenine paralel ko
segenler ve ikinci kdsegenine paralel kosegenler cizilir;
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(iii) Esas kosegenler tuzerindeki 6gelerin ayrt ayrt carpimlari toplamu ile ikinci
kosegenler tizerindeki 6gelerin ayrt ayri carpimlart toplami fark: olan sayi
A nin determinantidir.
3. mertebeden bir kare matrisin determinantint bu sekilde hesaplamaya Sar-
rus Kurali denir.

det (A) = (ayyapazs + dypdxzdsy + dyzdy dsy) - (dy3ax,051 + dyydy3az) + d1p0)1d33)

formiiliyle hesaplanr.

1 -2 3
A= 2 4 -1 matrisinin determinantint besaplayiniz.
3 5 2

lAl =142+ ¢2).CD.3+325]-[8343+1.C-D5+¢2.22]
=@8+06+30)-36-5-8

44 - 23

21

KOFAKTORLER iLE DETERMINANT HESAPLANMASI

Boyutu 4 x 4 veya daha biylk olan matrislerin determinantlarinin hesaplanma-
st icin gecerli olan pratik bir kural yoktur. Simdi herhangi bir kare matrisin deter-
minantinin hesaplanmasi icin gecerli olan genel bir kural verecegiz. Bu kural, ko-
faktorler yoluyla determinant hesaplanmasi olarak bilinen yontemdir. Once bir

matrisin bir elemanin kofaktoriinii ve matrisin kofaktorler matrisini tanimlayalim:

ail a2 din

a1 a2 a2n
A=

anl ap2 A nn

matrisi verilsin. a;; elemaninin mindéri diye, bu matrisin 7 -yinci satir1 ve j-yinci
stitunu atildiktan sonra geriye kalan (72 - 1) boyutlu matrisin determinantina de-
nir. a;; elemaninin kofaktérii ise, a;; nin minori olan determinantin isaretli de-

gerine denir; yani a;; nin kofaktoriint a’,rj ile gosterecek olursak,
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an arga) o age) an
al;=(- 1)z‘+j a(i-1)1 e agi-1) (- 1) agi-1) (i+1) . ai-1) n
i agi+ 1)1 e afi+ 1) (j- 1) A+ 1)+ 1) . agi+1)n
am dn(-1)  dn(r1) o

olur. A matrisinin kofaktorler matrisi de, A nin elemanlarinin kofaktdrlerinin
olusturdugu matrise denir; yani bu matrisi A4, ile gosterirsek

! !/ !/
ay dip - Ay
! !/ !/
dy dagp - Ay
Ap=
!/ ! !/
a’n a’n2 A’ pn

olur. Simdi bir ¢rnekle bu tanimlart ac¢ikliga kavusturalim.

L o -3 RNEK 2

A=[ 2 1 4 matrisinde ber elemanin kofaktorlerini besapla-

5 -2 3

ymiz ve A mn Rofaktorler matrisi Ay, y1 yazimz.

an =1 icin a'y=(-1)"" 1 4= 14
-2 3
) 3
=1.(3+8)=11
Benzer olarak,
w0 icin @ et A P e 20y T 14
5 3
{ 1+3 2 1
ajz =-3 icin a’13=(-1) =1 (_4_5)=_9,
5 -2
dazn =2 igin 51’21=(—1)2+1 0 -3 -1.(0-6)=6,
-2 3
_ ;s — 2+2 | 1 -3 .
ax =1 igin ﬂzz—('l) = 1.(5+15)—18,
5 3
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ax =4 icin ay=(-1)"° i = ((1)(-2-0)=2,
5 -2

an =5 cin @ty =(1F7 0 T 1 (0+3)-3,
1 4

as=-2 icin a'y=(-1)"° L mE =-1.(4+6)=-10,
2 4

as =3 icin ah=(-1)"? B ! (1-0)=1
2 1

bulunur. Boylece A nin kofaktorler matrisi

11 14 -9
A= 6 18 2
3 -10 1

olur.

Determinantin Kofaktorlere Gore Acilimi
nx n-li bir A matrisinin determinantini hesaplamak icin A4 nin keyfi bir sati-
r1 veya bir stitunu secilerek, o satirdaki veya stitundaki tim elemanlar kofaktorle-
riyle carpilip toplandiginda A matrisinin determinanti elde edilir. Formiil olarak,
i -yinci satir secildiginde

det (D =a;y a';y +aj;a’ 3+ . +a;,ayy,
toplamu ile ifade edilir. Bu yazilisa A nin determinantinin 7 -yinci satirin kofaktor-
lerine gore acilimi denir. Eger A nin j -yinci stitunu alinirsa, det (A) nin j -yin-
ci situnun kofaktorlerine gore acilimi

det (D =aja’+ayay+..+aya,
olur.

A matrisinin determinantini kofaktorlere gore hesaplamak icin herhangi bir
satir veya stitun secilebilecegine gore, en fazla sifirt olan satir veya stitunun secil-
mesinin hesaplamay1 kolaylastiracagt aciktir.

1 2
A= ( ) matrisinin determinantint besaplayiniz.

A nin determinantini ikinci satirin kofaktorlerine gore acalim.

ay =-11icin a',;=CDI2.2=-2 ve a,,=3 icin a',, =G D22 1=1
oldugundan

det(D=ay,a'yy+ayan=CDHE2)+3.1=2+3=5

bulunur.
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-6 3 1
det(a) = | o 2 4 | =0.(1)" s
-1 5
1 -1 5
1 5 rrt
=0+2(-31)-4(3)=-74
1 2 -3 5
A = 0 -1 0 3 determinantini besaplayiniz.
7 3 5 0
0 8 0 O

( A bir grek barfi olup delta diye okunur.)

Verilen determinanti, en cok sifir bulunan dordinct satirin kofaktorlerine gore
acalim. Sadece ay, = 8 # 0 oldugundan A = ay, . a’,, olacakur. O halde,

1 2 -3 5

1 -3 5

A= 0 -1 0 3 -8 (_1)4+2 A 3
7 3 5 0

7 5 0
0 8 0 0

~8.1.3.(-1p? ! '5‘
7 5

=8.3.(-1)(5+21)

= -24.26=-024
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Determinantlarin Ozellikleri

Matrislerin bazi 6zelliklerinden determinantlar icin 6nemli 6zellikler cikartilabilir.

Simdi bu ozelliklerin nasil ¢ikartilabildigi konusu tzerinde durmadan, dogrudan

determinantlar icin kimi 6zellikler siralayalim.
Determinant 6zellikleri:

I. Bir determinantin bir satir1 veya bir siitunu tiimiiyle sifir ise determi-
nantin degeri sifirdir.

II. Bir determinantin iki satir (veya iki siitunu) yer degistirirse, determi-
nantin isareti degisir.

III. Bir determinantin bir satir1 veya bir siitununu sabit bir & sayisi ile car-
pidiginda elde edilen determinantin degeri, baslangictaki determinan-
tin degeri ile & sayisinin carpimina esittir.

IV. Bir determinantin bir satir1 (veya siitunu) baska bir satirin (veya siitu-
nun) bir kat1 ise, determinantin degeri sifirdir.

V. Bir determinantin bir satir1 (veya siitunu) sabit bir sayi ile carpilip
baska bir satir (veya siitun) uizerinde toplanirsa, determinantin degeri
degismez.

Bu 06zellikler bir determinantin degerini hesaplamak icin oldukca yararl olabi-
lirfler. Ornegin, T ve V. 6zellikler kullanilarak dérdiincii mertebeden bir determi-

nantin degerinin nasil hesaplandigina iliskin asagidaki 6rnegi dikkatle inceleyiniz.

2 6 4 12
3 0 1 20
A= determinantini besaplayiniz.
1 5 3 0
4 3 2 26
2 6 4 12 1 3 2 6
A= 3 0 20| _ ) 3 0 1 20
1 5 0 1 5 3 0
4 3 20 4 3 2 26
1 2 6
-9—5 2
_5 o -9 -5 2 2 5 e
0 2 1 -6
-9 -6 2
0 -9 -6 2
-9 -5 2
-2l 3 g ol 2y 2
2 -6
0 -1 0

bulunur.

=2 .(-1)(54-4)=-2.50=-100
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[Yapilan hesaplamada su sira izlenmistir: Once birinci satirin ortak carpani 2 sa-
yist determinant disina alinmistir (I11. 6zellik). Sonra, sirastyla, birinci satir - 3, - 1,
-4 ile carpilir ikinci satir, G¢tinct satir, dordiinet satir tizerinde toplanmistir (V.
ozellik). Sonra da tg¢ sifir bulunan birinci stitunun kofaktorlerine gore 3 x 3- 1t bir
determinanta indirgenmistir. Uclii determinantin birinci satirr - 1 ile carpilip
tglincl satir izerinde toplanmustir.]

A= determinantint hesaplayiniz.

Birinci satirt 3 ile ¢carpip tGgtinct satir tizerinde toplayalim:

1 -2 3 0
Aol 4 7T 5 1
0 0 0 0
8 9 0 2

olur. Ciinkl determinantin bir satir1 timtiyle sifirdir. Bu nedenle, bu satirdaki ele-
manlarin kofaktorlerine gore acilim sifir olur.

Ters Matrisin Kofaktorler ve Determinant Yardimiyla
Bulunmasi
Bir A matrisinin tersi Al in var olmas icin gerekli ve yeterli kosulun A nin bi-
rim matrise satir esdeger olmasi oldugunu biliyoruz. Diger taraftan birim matrisin
determinant: sifirdan farkli oldugundan, birim matrise satir esdeger olan her mat-
risin determinant da sifirdan farklidir. Dolayisiyla, bir A matrisinin tersi A1 in var
olmast icin gerekli ve yeterli kosul 4 nin determinantinin sifirdan farkli olmasidir.
Verilen A kare matrisi icin A1 matrisini bulmanin bircok yolu vardir. Bunlar-
dan bazilarint daha once gormustik. Simdi de kofaktorler matrisi ve det (A) yi
kullanarak 4! matrisini hesaplamanin bir formiiliint verelim.
Bir A kare matris icin det (4) # 0 ise, A1 matrisi vardir ve 4,7 ,4 nin
kofaktorler matrisinin transpozesi olmak iizere,

.1= 1 .AT
det(4) *

dir.
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-2 1
A= matrisinin tersi A1 i bulunuz.

5 4

-2 1
5 4

det(4) = =(-2).4-15=-8-5=-13%0

oldugundan Al vardir. Once kofatorler matrisi 4R y1 bulalim.
Ak=( 412 ) ve AZ=( AR )

-1 -2 -5 -2
olur. Boylece

4t 1 4 -1
1B

5 -2
bulunur.
1 0 2
A=l 3 .1 5 matrislerinin tersi A1 i bulunuz.
0 4 1
det(A)= 3 -1 =-1+24-20=3#0

TTET- + + o+

oldugundan A1 vardir. Tim elemanlarin kofaktorlerini hesaplayalim.

a' =(-1)" I ’=1(-1-2o)=-21
4 1

a,12=(_1)1+2 3 5 =_1(3)=_3
0 1
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ﬂlzz _(_ 1)2+z 1 2| _ 1 (1)= )
0 1
ay =P b0 ()=
0 4
al =(-1f" 0 2 1.1(@2)=2
-1 -5
al,=(-1)" L2 165-6)-1
3 5
al, =(-1)" P =1(-1)=-1
3 -1
221 -3 12 -21 8 2
A=l g 1 4 | ove A=l 31
2 1 -1 2 -4 -1
oldugundan
-21 8 2
AJ:% -3 1 1
12 -4 -1
bulunur.

Dogrusal Denklem Sistemlerinin Coziimleri Igcin Cramer

Kurah

Bilinmeyen sayisit denklem sayisina esit olan bir dogrusal denklem siste-

mi AX = B biciminde verilmis olsun. Sistemin ¢6zimu icin su durumlar

sOz konusudur:

A= (aj)y, katsayilar matrisi olmak tizere,
I. det (A # 0 ise, sistemin tek ¢cozimi vardir. Bu ¢ozim

A

. =
7 det (4)

j=1,2,...

bicimindedir. Burada A;, A matrisinde j -yinci sttun yerine B matrisi
yazilarak elde edilen matrisin determinantidir. Bu sekilde AX = B sistemi-
nin ¢dziimiiniin verilmesine Cramer Yontemi denir.

I det (D=0 ve A;j=0, j=1,2, ..

lukta ¢cozimu vardir.
II. det (A) = 0 ve en az bir j icin
zimu yoktur.

n ise, AX = B sisteminin sonsuz ¢ok-

A;#0 ise, AX = B sisteminin hic¢ bir ¢o-
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| ORNEK T 20 - 3, = 40

le + XZ = 15
dogrusal denklem sistemini Cramer Yontemiyle ¢oziiniiz.

Sistemi AX = B biciminde yazarsak,

(2 )@ )

olur. Boylece

det(A)=‘ 2 '5‘=2+15=17¢0
51

oldugundan Cramer Yontemine gore

40 -3‘
_l15 11 _ 40+45 _ 8 _
A= = T
! det (4) 17 17
’ 2 40‘
xp = 5 151 _30-200 _ -170 _ _qq
det (4) 17 17
bulunur.

3Xl—4x2+x3=1
N+ 3% - X =9
2.96'1— XZ =-4

dogrusal denklem sistemini Cramer Yontemiyle ¢oziiniiz.

3 -4 1
det(A)= 1 3 1 =-2#0
2 -1 0

oldugundan Cramer Yontemiyle sistemin ¢6zimu

1 -4 1
9 3 -1
P Uiy S LN
det (4) -2
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3 1 1
1 -9 -1
X3 = 2 -4 ol _ 0 _ 0
det (4) -2
3 -4 1
1 3 -9
x5 = 2 -1 -4 _ -14 _ 7
det (A4) -2
olarak bulunur.
Bir firma X, Y, Z bam maddelerini cesitli oranlarda kullanarak A, B, C M

mallarim diretiyor. Bu mallarin ber birinin birim iiretimi icin gerekli bam
madde miktarlar: (birim olarak) asagidaki tablo ile verilmektedir.

Ham madde A tiriinigi B tiriinii C tiriinii
X 4 0 9
Y 6 5 1
Z 0 2 8

Eger 112 birim X bam maddesi, 93 birim Y bam maddesi ve 74 birim Z
bam maddesi biitiiniiyle kRullanilirsa, elde edilecek iiriin sayilar: ne olur?

x; = elde edilecek 4 trlini sayist
x2 - n n B n n
x3 = " n C‘ n "

olsun. O zaman,

4.%'1 =+ 9.9(/'3 =112
0x +5x, + X3 =93
2.%'2 +8.X'3 =74

dogrusal denklem sistemi elde edilir. Simdi bu sistemi Cramer Yontemiyle ¢ozelim.
Katsayilar matrisinin determinantt

4 0 9
A=| 6 5 1 |=160+108-8 =260

0 2 8

olduguna gore

112 0 9
93 5 1
xp= 74 2 8 1 _ 2600 _q
A 260
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X3

bulunur.

4 112 9

6 93 1

0 74 8 | _ 1300 _5
A 260

4 0 112

6151193

0 2 74| _ 2080 _g
A 200

Asagida verilen matrislerin determinantlarint hesaplayiniz.

1- A = (_3) )

Asagida verilen determinantlart hesaplayiniz.

-2 —5)

s 7 )

1 -2 8

4 0o -2

3 2 -3

1 7 -3 o0

2 s 4 9

3 2 s o |
10 o

0 3 0 0 o0

2 -1 0 0 5

o 3 0 1 4 |

1 s 7 -2 0

0o 0 0 3 2

1 2
3 6
-2 1

3
9 |
5

1 s
i 7
3 4
0o 1
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3 2 1
8. A=| _4 .1 5 matrisinin kofaktorler matrisi A y1 bulunuz.
0 0 -2

9. Sekizinci ornekteki A matrisinin tersini bulunuz.

10. 3x) + 5x) +2x3 = -2
4o + =-3
Ox + X3 =7

denklem sisteminin ¢6ziimiintii Cramer Yontemiyle bulunuz.
11. AX = B bicimindeki bir dogrusal denklem sisteminin ¢6zimii, matris ¢arpi-
mi biciminde
1 0 -1 2
X=l 2 -1 o0 3
1 1 3 4

ise, bu dogrusal denklem sisteminin acik yazilist nedir? Sistemin ¢ozimii-
ni bulunuz.

12. A ve B olarak adlandirilan iki tiir malin tretildigi bir atdlyede her bir malin
bir adet tretimi icin gerekli para ve is saati asagidaki tablo ile verilmektedir.

A B
Para (milyon TL) 7 5
Zaman (saat) 4 3

Eger bu atodlyede 11.3 milyar TL ve 6600 is saati timiiyle bu mallarin {iretimi icin
harcanirsa, her bir maldan ka¢ adet tretilmis olur?
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Kendimizi Sinayalim 13 1
Asagidaki sorularin yanitlarint verilen secenekler arasin- 3 2 4
dan bularak isaretleyiniz. 0 5 !
10 3 -2 matrisinin tersi asagidakilerden hangisidir?
La=1 3 -2 7 1 1 3
1 2 -3
matrisinin kofaktorler matrisi asagidakilerden hangisidir? a 0 - % %
8 16 8
al 8 2 22 o0t
17 -76 -29
1 0 -1
8 -18 17
b.l 16 2 22 b.f 1 - 15 0
8 76 29
3 3 1
17 18 8 2
c| -76 2 16 1 0 1
-29 =22 8
C 1 -1 9
29 -76 17 2
dl 22 2 -8 3 31
8 16 -8
( 8 16 8 ) o A
&l 5 -28  -17
17 =76 -29 df 2 a1 o
- 3
2 -5 0 3 2 !
2. A= 4 2 3
- 3 32 1 0 -1
€ 1 -1 0
matrisinin determinanti asagidaki sayilardan hangisidir? 3 3 1
a. -39
b. -23 4. Asagidaki matrislerden hagisinin tersi yoktur?
c. 0 N ( 10 )
e. 23

&
o

a
—_— —— —_— —_——
G
N

[}
W =

g
o

o —
N N
~— S — —

—_ o N
o b o
Lo o
—~—~
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determinanti asagidakilerden hangisidir?
a (x-) (x-2 (z-p

0

(x+)) (x+2) (z+))

X% )2 22

a0y

XYz

Biraz Daha Diisiinelim

1. Asagida genisletilmis matrisleri verilen denklem sistem-
lerinden ¢6zimi olanlarin ¢oziimlerini bulunuz.

1045-3
Aalo 11 : 1
000 : 0
1 0 . 2
b) 10 0
01 3
1 00 0 5
ol0o 100 4
0010 3
000 0 2

2. Asagidaki matrislerden hangisinin tersi vardir? Ters mat-

risi bulunuz.

10 11
a) 01 00
1010
1111
10 01
00 11
11 01

2 3 12 1 -4
3 3 0 3
3. A= 3 0 2 0 9
2 6 2 0 -6
0 0 8 0 0

matrisinin determinantint hesaplayiniz.

4. Bir deri canta Ureticisinin imalathanesinde, evrak can-
tast, el cantasi ve clizdan uretilmektedir. Her bir tirintin
birim tretimi icin gerekli olan zaman is saati olarak asa-

gidaki tablo ile verilmektedir.

Kesme Dikme Cilalama
Evrak ¢antasi 2 2 1
El cantasi 1 1 1
Ciizdan 0,5 1 1

Bu imalithane bir giinde 125 is saati kesme, 150 is sa-
ati dikme ve 120 is saati cililama kapasitesine sahip ise,
tam kapasite ile kullanildiginda bir giinde Uretilen triin

sayilart ne olur?






