Fonksiyonlar |

Amaclar

Bu tiniteyi calistiktan sonra,

@ fonksiyon kavramini égrenecek,

@  bir fonksiyon verildiginde tanum ve gériinitii kiimesinin bulunusunu égrenecek,

@ bir fonksiyonun grafigini cizebilecek,

@ matematiksel model olusturabilecek,

@ fonksiyonlarin temel dzelliklerini 6grenecek, bunlart grafik ciziminde
kullanabilecek,

@& fonksiyonlar iizerindeki islemleri yapabilecek,

@& bir fonksiyonun tersini bulabilecek,

@ fonksiyonlarin simiflandirmasini égreneceksiniz.
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SJonksiyon tanimu iyi 6grenilmeli,
* matemetiksel model olusturmak icin caba sarf edilmeli,
Jonsiyonlarin ézellikleri ogrenilerek grafik cizimlerinde nasil kullanl-
dig iizerinde durulmal,
Jonksiyonlarla islem yapabilmek icin verilen alistirmalar ¢coziilmelidir.

Giris

Bir firma tirettigi her bir tivtinti a TL. den satyyor. Her bir tirtin icin b TL. lik ham-
madde gideri ve ¢ TL. lik is¢i ticreti 6deniyor. Firmawn yillik sabit giderleri d TL.
dir. x satilan tirtin sayisini gostermek tizere yillik kdr fonksiyonunu x cinsinden
bulunuz.

Fen ve miihendislik alaninda oldugu kadar ekonomi alaninda da bircok prob-
leme ¢oziim aranirken matematigin yol gosteriliciliginden yararianilir. Bunun
icin once verilen problem matematiksel bicimde ifade edilmelidir. Buna proble-
min matematiksel modelinin kurulmasi denir. Bir problemin matematiksel
coziimii icin 6nce onun matematiksel modelinin kurulmasi gerekir. Matematiksel
modelin kurulmas: genelde veriler arasindaki iliskiyi diizenleyen bir bagin-
timan olusturulmasi biciminde olur. Sozel ifade edilen bir problemin matematik-
sel modeli ve bu modelin kurulusu, ¢oziimii cebirsel, niimerik ya dageometrik
yollardan biriyle yapilir. Cebirsel yol, problemin analitik olarak ifade edilebilme-
sidir. Yani bir formiil, bir fonksiyon veya bir denklem olarak yazilabilmesidir. Nti-
merik yol, verilerden wygun sekilde niimerik sonuclarin ¢cikarilmasidir. Geomet-
rik yol ise, problemin veya ¢oziimiiniin bir sema, bir ¢izim veya bir grafik yardi-
muyla gosterilebilmesidir. Elbette bu yollarin kimi zaman biri, kimi zamanda bir-
kaci birlikte kullanilabiliv. Uygun yolun hangisinin olaciginin segimi, matematik
bilgisi ve problem ¢ézme becerisine baghdir. Fakat sunu da unutmamak gerekir;
gtinliik yasamin cesitli alanlarinda karsilasiian problemlerin matematiksel ¢o-
ztimleri teorik sonuclardir. Her zaman gercek yasamdaki sonuglar olmayabilir.
Ancak problemin matematiksel modeli iyi kurulmugssa, modelin ¢ézvimii gercek
¢oziim olmasa da onun iyi bir yaklasimidir.

Fonksiyon kavrami matematigin en temel kavramlarindan biridir. Bir degiske-
ne baska bir degiskeni karsilik getirme olarak tanimlanabilecek bu kavram iyi kav-
ranimadan matematiksel model kurma ve ona ¢éziim aramadan séz edilemez.

Bu tinitede fonksiyon kavrama verilecek ve ozellikleri incelenecektir. Ayrica

Sfonksiyonlarin grafiklerle gosterimlerinin éneminden soz edilecek ve bazi temel
Sfonksiyonlarin grafiklerinin cizimleri yapilacaktir.
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FONKSIYON KAVRAMI
O
A N_I|A (W Fonksiyonun ne oldugunu anlayacaksiniz.

Fonksiyonu, bir girdiye bir ve yalniz bir ¢ikti veren girdi-¢cikti makinesi olarak
da dustnebiliriz.

e N
y=f®

Girdiler Kiimesi Ciktilar Kiimesi

- | Sekil 4.1 g
Bunu bir 6rnekle aciklayalim. Bugilin bircok hesap makinesinde%c , &, logx, ¥
gibi tuslar vardir. Bir say1 yazip bu tuslardan birine,

ornegin; 1 e basilirsa ekranda, verilen sayisinin carpimsal tersi goriliir. He-
sap makinesirﬁn 1 tusu (0 hari¢) her bir sayty1, carpimsal tersine tasidigindan
bir fonksiyon tamrrglclar. Benzer sekilde bir say1 yazip &% tusuna basilirsa ekranda,
verilen saymnin karesi goriilecektir. Boylece x? tusu da bagka bir fonksiyon tanim-
layacaktir. Bu nedenle bu tuslara fonksiyon tuslart denir. Ancak bu tuslardan ¥
tusu digerlerinden farklidir. Bir say1 yazip ) e basarsaniz sonu¢ alamazsiniz. Fa-
kat once 2 ye, sonra )¥ e, daha sonra 3 e basar yani iki girdi verirseniz esite ba-
sildiginda ekranda 8 belirecektir. Bu durumda iki degiskenli bir fonksiyon orta-
ya cikacaktir.
y=f(x = x5 - x denklemini gbz éniine alalm. Bir x degeri girdi olarak ali-

nirsa buna bir tek y ¢iktist karst gelecektir.

Gercekten;
( )
y=f(
x ler kiimesi y=f@) = 3-x y ler kiimesi

- | Sekild.2 g
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ile gosterirsek, bu makine énce x girdisinin kitbtint aliyor, x i bundan ¢ikartyor
ve bunu y ciktist olarak veriyor diyebiliriz.

Ornegin;

x = girdi y = ¢kti
x=1 y=f(1=13-1=0
x=2 y=f(2)=23-2=6
x=3 y=f(3)=33-3=24

olur. 'x in kiibtinii al x i bundan ¢ikar” komutunu gerceklestiren bu makine-
de y =23 - x denklemi makinenin yapacag: isi tanimlayan bir matematiksel ku-
ral vermektedir. Bu kural bir x girdisine bir ve yalniz bir y ciktisi karsilik
getirmektedir.

Her bir x girdisine, bir ve yalniz bir y c¢iktisit karst getiren bir y = f(x) ma-
tematiksel kuralina fonksiyon denir.

Fonksiyonu veren = f(x) kuralinda x degistikce, y de buna bagli olarak
degisecektir. Bu nedenle x e bagimsiz degisken, )y ye de x e baglt ya da kisa-
ca bagimli degisken denir.

y = f(x) denklemini anlamli yapan tim x girdilerinin kiimesine f fonksi-
yonunun tanim kiimesi, tim ) lerin kiimesine de [ fonksiyonunun goérinti
kiimesi denir. Bu kiimeler sirasiyla Dy ve Ry ile gosterilirler. Dy ve Ry, sira-
styla. X ve Y gibi iki kiimenin alt kiimeleri ise f yi simgesel olarak

[iDpcX>Y

biciminde gosteririz.

e Fonksiyon y=/f(x) kuraliyla verilmisse Dy={xe X | y=/(01} ve

Re={ye Yl xe Dy icin y =[x} olur
e Genel olarak, Dy ve Ry, IR gercel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olarak

alinacaktir.
(" \
y=f®x
X
i &ij
X Y
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Bir Fonksiyonun Tanim ve Goriintii Kiimesinin Bulunusu

% Bir fonksiyon verildiginde tamwm ve goriintii Riimesini
bulabileceksiniz.

Bazi durumlarda fonksiyonu tanimlayan kisi tanim ve gortinti kiimelerini kendi-
si verebilir. Bu durumda yapacak bir sey yoktur. Cogu zaman [ fonksiyonu
Y=/ esitligi ile verilir. O zaman esitligi anlamli yapan x lerin kiimesi Dy yi
ve en az bir x icin y=f(x) esitligini saglayan y lerin kiimesi de R, yi olus-
turacaktir.

/, bir problemde sozel olarak ifade edilmisse 6énce f nin kurali bulunur, da-
ha sonra [ nin tanim ve deger kiimeleri probleme gore belirlenir.

Verilen fonksiyonlarin tanim ve goriintii Riimelerini bulunuz.

a) f=1Vx-1 b) f(x)=32c'737 c) f(x)=L;22
X° - /X X
D sy = @) flay= x2-1
x-+ 1 x-1

Verilen buttin fonksiyonlar y = f(x) biciminde verildiginden tanim kiimesi icin
y = f(x) isaglayan x leri, goriintii kiimesi icin de ayni esitligi anlamli yapan y le-
ri arastiracagiz.
a) Negatif sayilanin karekoklerinin olmadigini biliyoruz. y=Vx-1 esitliginde
x-1<0 olamaz, olursa esitlik anlamsiz olur. Bu nedenle
Di={xeRl x-120}
={xeRI x 21}
=[1, o)
olur. Simdi de goriintii kiimesini bulalim. Vx- 1 6niine eksi isareti gelmedik-
ce negatif olamaz. x> 1 icin y= Vx-120 olur ki bu
Re={yeRI| y201}1=10, )
demektir.

b) Aranan tanim kiimesi y= X 3 esitligini anlamli yapan x lerin kiimesidir.

2
% = oo ve sonsuzun bir gercel say1 olmadigini biliyoruz.

Bu esitlikte paydayt 0 yapan x ler icin esitlik anlamsiz olacagindan

Df={xe]R|x2-7X¢O}
={xeRI| x(x-7)#0}
={xeR I x#0 ve x#7}
=R\ {0, 7} = (-e0, 0) U (0, 7) U (7, +o0)

olur. Goruntl kiimesi kolayca bulunamaz.

o y=X- 2 fonksiyonunun tanim kiimesinin Dy=1R\ {-2} oldugu kolayca go-
x+ 2
riilebilir. Simdi bu esitligi anlamli yapan y lerin kiimesini bulahm. y = x-2
x+ 2

esitliginden x i cekersek

Cogu zaman gériintl kiimesini
analitik yoldan elde etmek kolay
degildir. Ancak grafigi cizilerek
kolayca belirlenebilir.
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Bir f:Df c R—>R
fonksiyonunun grafigi genellikle
diizlemde bir egridir.

d

e)

(x+2) y=x-2 = xp+2y=x-2
= Xx)-X=-2y-2
= x@-D=-2@+D
-y
2+ y)

1-y
Rr={yeRIyz11=R\ {1

olur. y # 1 icin x= esitligi anlamli olacagindan

olur.

Her x € Ricin x2 + 1 # 0 oldugundan Y = 21 her xe R icin anlam-
6 T+1

lidir. D, =R olur. Diger taraftan Vx e R igin 22 + 1 21 > 0 oldugundan

0<y= 1 <1 olur. R=(0, 1] dir.

X+1
x =1 icin
_1-1_0 0 belirsi s Lo _x%-1
S =+=2=2 olur ve 0 belirsiz oldugundan, x = 1 de y= , ta-
0

1-1 x-1
nimsizdir. Yani x# 1 olan tim x ler esitligi anlamli yapar. D,= R\ {1} dir.

S i tekrar yazarsak x# 1 icin

2] _ D+ D
(=21
S x-1 2T
olur. y= f(1) =1 + 1 = 2 oldugundan 1 e karst gelen y =2 yi R ‘den cika-

= x+ 1 dir. Boylece x# 1 icin f(x) = x + 1

rirsak deger kiimesini buluruz. Ry= R\ { 2 } dir.

Gunlik hayatimizda bir degiskenin diger bir degiskene baglt olarak degistigi

durumlarla sik sik karsilasiriz. Ornegin; taksi ticreti, kat edilen km ye bagli olarak,
alim satim vergisi alinan ya da satilan malin fiyatina bagl olarak, dairenin alani
yaricap uzunluguna bagli olarak, vs. ... degisir.

Genel olarak bir y degiskeninin bir x degiskenine bagli olarak degistigi her

durum, kurali y = f (x) olan bir fonksiyon tanimlar. Boylece fonksiyonlar ya bir
tablo ile veya grafik ile ya da y =f(x) denklemi ile verilebilir. Biz daha ¢ok
son durum ile ilgilenecegiz.

Bir fonksiyonun grafigi y = f(x) esitligini saglayan (x, y) ikililerinin kiime-

si olarak tanimlanir.

Bir fonksiyonun grafigini cizebileceksiniz.
3
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Sf(x)= % Jonksiyonunun grafigini ciziniz.
2+x

Her xe R icin x*+2#0 olurve D;= R dir. Her xe Ricin
0 < f(x)= _ 3 <3 oldugundan Ry= (0, 3/2] duir. f(- 0 = (20 oldugundan
2+x% 2

grafik y - eksenine gore simetriktir. Grafigi [0, + o) araligindaki degerler icin

cizelim.

4 N

32

12/7

3/4
3/11

olur.

Simdi dogal olarak su soru akla gelir: Diizlemdeki her egri bir fonksiyonun
grafigi midir? Bu sorunun yaniti olumsuzdur. Diizlemdeki bir egrinin, bir fonk-
siyonun grafigi olup olmadigi soyle belirlenir: f nin tanim kiimesindeki her nok-
tadan y-eksenine paralel cizilen her dogru, verilen egriyi en fazla bir noktada ke-
siyorsa bu egri bir fonksiyonun grafigidir. y-eksenine paralel cizilen bu dogrular-
dan en az biri grafigi iki ya da daha fazla noktada kesiyorsa, bu egri bir y = f (%)
fonksiyonunun grafigi olamaz.

\/ /’\\\/:>
x K X

: | sekil 4.5 B
y-eksenine paralel cizilen ber dogru y-eksenine paralel cizilen dogrular-
grafigi en fazla bir noktada keser. dan bazilar: grafigi bir ya da iki
Egri bir y = f(x) fonksiyonunun noktada keser. EZgri bir y = f (x)
grafigidir. Jonksiyonunun grafigi degildir.
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Matematiksel Model Olusturma
O
A M4A W Matematiksel model olusturabileceksiniz.

Simdi verilen bir problemin matematiksel modelini ¢ikarma islemi tzerinde
duralim.

Kenar uzunlugu 10 cm olan karenin dort késesinden x cm lik kareler

ctkarilarak olusturulan seklin alanin y ile gosterelim.

a) y yi x in bir fonksiyonu olarak yaziniz.

b) Olusturulan y= f(x) fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimelerini
bulunuz.

2_) ( )

10 cm

..............

10 cm olan xcm olan

kenar uzunlugu Kenar uzunlugu
y= -4 .
karenin alani karenin alani

=100 - 4. ¥ oldugundan

y = f(x) =100 - 4x° olur.

b) Probleme gore x uzunluk oldugundan sifirdan buyuktir ve x karenin kenar
uzunlugunun yarist olan 5 cm den buytlk olamaz. Bu durum x i, (0,5] araligi-
na kusitlar, Olusan seklin alant 0 dan buyiik ve 100 cm? den kiiciik olacagi
icin (neden?) y ler de [0,100) arasindadir. Bu nedenle fonksiyon

f:0,5] = 10,100) , y = f(x) = 100 - 4x?

ile verilmek zorundadir. O halde  /nin tamm kimesi D, = (0,5 ve
goruntl kiimesi Ry = [0,100) alinmalidir.
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Bir firma A malin diretmek istiyor. Firmamnmn piyasa aristirma boliimiince
yapilan arastirmalar sonucu, q, = talep, F= fiyat olmak iizere, talep ile fi-
yat arasinda

4, =500 000 - 50 F
SJormiilii cikariliyor. Gelir fonksiyonunu talep cinsinden ifade ediniz.

R = Gelir dersek, R = Fiyat x Talep = F. g, olur.
q, =500 000 - 50 F verilmisti, buradan F cekilirse,

Fe 500 000 - q,; _ 10 OOO_q_Sg

bulunur. Boylece

- 44
R =¢q,.110 000 - ‘)

2
= 10 000, - %

bulunur. Burada fiyat ve talep negatif olamayacagindan g, =0ve 10 000 - da >
yani 0 < < 500 000 olur. Sonug olarak X

qa =

R:[0, 500 000] — [0, e); R= 10000 - % g, dir.

Bir firma tirettigi ber bir tiriinii bir yil boyunca a TL. den satiyor. Her bir
tiriin icin bir yil boyunca b TL. lik hammadde gideri ve c TL. lik isci ticre-
ti odeniyor. Firmamn yillik sabit giderleri d TL. dir. x satilan iiriin sayist-
n1 gostermek tizere yillik kar fonksiyonunu x cinsinden bulunuz.

R = Gelir C = Maliyet (Yillik)

K = Kar (Yillik) olmak tizere;

Gelir = (sats fiyat) . (satilan tGriin sayist) = ax

Maliyet = (hammadde + iscilik) (lirtin sayis) + Sabit giderler = (b+¢) x +d
Kar = Gelir - Maliyet

oldugunu distintrsek

K(x) =R -C(x
=ax-[(b+to) x+d]) = (a-b-c) x-d

istenen kir fonksiyonu olur.

1. Boyutlart 30 ve 20 olan dikdortgen bicimli bir kartonun dort kosesinden ka-
reler kesilerek Ustii acik bir kutu olusturulmak isteniyor. Bu kutunun hacmini
veren bir fonksiyon bulunuz.

2. C

9 Yandaki dik tiggende f(x) "BC kenarinin uzunlugu" ise
S i x cinsinden ifade ediniz.
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3. D X C  Yandaki karede
a) f(x) "karenin cevresi";
X x D) f(x "karenin kosegeni"
o) f (x) "karenin alani" ise f (x) leri x cinsinden ifade
ediniz.
A X B

4. Verilen fonksiyonlarin en genis tanim kiimelerini bulunuz.

X- 2
2_

a) f(x) = x;ll b)f(X)=Vx2-x+v1_ o f(x) =2

X x+3 X

d fx)=Va?-2x e flx)=2-2x

FONKSIYONLARIN OZELLIKLERI

@ Fonksiyonlarin temel ozelliklerini 6grenecek, bunlar: grafik ci-

8 M5A J zimlerinde kullanabiliceksiniz.

Bu kesimde verilen fonksiyonlarin temel 6zellikleri tanimlanip orneklerle

aciklanacaktir.

A, B R olmak tzere, f: A — B, y= f(x) fonksiyonu verilsin.

(1 Her x, x, € Aicin

x1 2 x, = [(x) # f(x) veya denk olarak f(xp = f(x) ise x) = x,
oluyorsa f ye bire-bir (1-1) fonksiyon denir.

(i) Her ye Bicin y = f(x) olacak sekilde en az bir x € A varsa fye orten fonk-

siyon denir. Bu durumda /(4 ={ f(a@) | ae A} = Bolur.

(i) f(A c Bise fye icine fonksiyon denir.

(iv) e Her x7,x € A ve x <xyicin flxpD < flxy) (fla) <flx))

oluyorsa f ye azalmayan (artan) fonksiyon denir.

e x <xy dcin flx) < fxp) (S < fx))
oluyorsa f ye artmayan (azalan) fonksiyon denir.

e Bu kosullardan birini gercekleyen bir fonksiyona monoton fonksiyon
denir.

(v) Her xe Aicin -xe€ Ave

e [(-x) = f(x) oluyorsa f ye cift fonksiyon denir.
e [(-x) = - f(x) oluyorsa f ye tek fonksiyon denir.
(vi) Bir 7> 0 sayisive her x € Aicin x+ Te A ve f(x+ T)=f(x)
oluyorsa f ye periyodik fonksiyon denir. T'ye de bir periyot denir.
[+ A— B y=f(x fonksiyonu verilsin.
Grafigini ¢izebildigimiz bir fonksiyonun 1-1, érten, artan, azalan, ¢ift, tek
ve/veya periyodikligi asagidaki bicimde arastirilabilir.
A, BcRve

e Her y € B noktasindan x- eksenine paralel olarak cizilen bir dogru fonksiyo-
nun grafigini en fazla bir noktada kesiyorsa fonksiyon bire-bir dir.

e Her y € B noktasindan x- eksenine paralel olarak cizilen bir dogru fonksi-
yonun grafigini en az bir noktada kesiyorsa fonksiyon ortendir.

e x- ekseni tizerinde A nin en solundan baslayarak saga dogru hareket edildi-
ginde fonksiyonun grafigi daima yukar: dogru (asagr dogru) hareket edi-
yorsa fonksiyon artan (azalan) dir. Bir asagi bir yukar: hareket ediyorsa
grafik ne artan ne de azalandur.
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e Fonksiyonun grafigiy- eksenine (orijine) gore simetrik isefonksiyon cift
(tek) ' tir.

e Fonksiyonun grafigibelli araliklar boyunca aynen tekrarlantyorsa fonk-
siyon periyodik dir.

Verilen fonksiyonlarin taniml olduklar: aralikta bire-bir, orten, artan, m
azalan, tek ve/veya cift olup olmadiklarinm arastiriniz.

a) y=2x-1 b) y=X_2
2

a) y=2x-1 dogrusunun grafigini hemen cizebiliriz.

( 1\
y Y
/ y=2x-1 y=2-1
bizim
hareketimiz

N|—
N

/ y=k grafigin hareketi

/
: D

Sekilde gorildugi gibi x- eksenine paralel cizilen her dogru, y = 2x - 1 dogrusu-
nu bir ve yalniz bir noktada kesiyor ve x - ekseni tizerinde soldan saga hareket

ettigimizde grafik yukart dogru hareket ettiginden y = 2x - 1 fonksiyonu bire-bir
orten ve artandir. Grafik y - eksenine ve orijine gore simetrik olmadigindan tek

veya cift olmaz.

b) y= %2 - 2 paraboliiniin grafigini cizelim

( 1\
Y y
grafigin

{ y=2 hareketi
& grafigin
hareke f hareketi
' ' yoniimiiz
: \ \ : f— ) )

212 \ -/i V2 X /2 X

22 -2

. Sekil 4.8

Grafikten de gortldigu gibi -eo < & < -2 olmak lizere x - eksenine paralel olan

y =k dogrularinin hicbiri X _, paraboliinii kesmez, fonksiyon R ye orten

y =
degildir. Yine -2 < k< +eo olmak Uzere y = k dogrulari grafigi her defasinda iki

2
noktada keserler. Bu f(x) = % -2 nin bire-bir olmadigin1 gosterir.
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Ikinci sekilde x - ekseni tizerinde soldan saga hareket ettigimizde (-e0, 0) araligin-
da grafik asagi dogru hareket eder (azalandir). (0, ) araliginda ise grafik yukari
dogru hareket eder (artandir). O halde R nin biitiintinde grafik énce azaliyor son-

2
ra artiyor. y= x7 - 2 fonksiyonu ne artandir ne de azalandir.

2
Son olarak grafik y - eksenine gore simetrik oldugundan y= x?_ 2 fonksi-
yonu cift fonksiyondur.

FONKSIiYONLARLA YAPILAN CEBIRSEL iSLEMLER

Fonksiyonlar iizerinde islemler 6grenip uygulayabileceRsiniz.

Bu kesimde, verilen iki (ya da daha fazla) fonksiyondan yararlanarak yeni fonk-
siyonlar tanimlamanin degisik yollarindan bahsedecegiz.
fiAcR >R g: AcR —> IR olmak lzere

(f+ 90 = f(x0) + g
(f- 9 = f(x - g
(f. 9 =f( . g
S0
(x)=2"L (gl =0)
(é) g(x) 8

olarak tanimlanur.

R 'den R 'ye tamimlanan f(x)=2x-3 ve g(x) =x%+1 fonksiyonlart
verilsin.
@) fre b f-g /g @ L

Jonksiyonlarinm olusturunuz.

A (+9 @ =f(+g)=2x-3+x2+1=ua2+2x-2
b) (f-9 @ =f(0)-gW=2x-3-2+1)=-22+2x-4
O (.9 =f0.gW=02x-3).(2+1)=2x0-3x2+2x-3
@ J&X) _ 2x-3
gx) x2+1

Sflx) = ise 15[}((96) + f(-x)] = f(x?) oldugunu gosteriniz.

1-x

1 =1l x x _ _ x _ x
2[f(x)+f(x)} 2 1-x+1-(—x) 1-x 1+x
Q1+x) A-x)

_A+wa-x-x) _ on? - £
2(1-x2) 2-x%

olur.
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Bileske Fonksiyon
Daha 6nce bir fonksiyonu bir girdi-¢cikti makinesi olarak vermistik. Cogu zaman
bir fonksiyon, bir baska fonksiyonun c¢iktisint girdi olarak alir ve kendi ciktisint
bunu kullanarak olusturur.

Ornegin;

y=g®=1V1-x2 fonksiyonunda u = f(x) =1 - X2 fonksiyonunun ciktist
olan 1 - x? nin karekokii alimmaktadir. Bunu sematik olarak gosterirsek

( )

ew="rop ="1-2

- | Sekil 4.0 S
olacaktir.

Bunu daha iyi kavrayabilmek icin fonksiyon tanimlamamizin basindaki hesap
makinesi 6rnegine donelim. Bir hesap makinesinin tizerindeki fonksiyon tuslari-

nin her biri birer fonksiyon olusturuyordu.

%c tusuna "ters alma fonksiyonu" ve vx tusuna da "karekok alma" fonksi-
.. 1

yonu diyebiliriz. Once 9 a sonra %c tusuna basarsak ekranda 9 gorlriz. Arka-

sindan direkt olarak VX tusuna basilirsa ekranda bu defa 1 yer alacakdir.

3
Kisaca once ters alma fonksiyonu, onun sonucuna da karekok fonksiyonunu
uygularsak
ters alma karekok alma —03

> > >

I [
9 3
elde edilir.

Simdi iki fonksiyonun bileskesini formal olarak tanimlayalim.

Jve g herhangi iki fonksiyon olsunlar. f(x), g nin tanim kiimesi icinde olmak
tzere, fnin tanim kiimesindeki her x icin

(gof) (x) =g (f(x0))

olarak tanimlanan gof fonksiyonuna f ile g nin bileske fonksiyonu denir.
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Bu durumda Dy r={x € Dy | f(x) € D,} olacag: aciktir.

f(x) =2x-3 ve g(x)=x2+1 fonksiyonlariicinfog ve gof bileske fonk-
siyonlarin: besaplayiniz.

(fog(x) = f(gx))
esitliginin sag yani " f fonksiyonunda x gordiigiin yere g(x)i yaz" demek-
tir. Buradan

Sg)=2(gw)-3=2.(+D-3=2x-1
elde edilir. Benzer sekilde

(op(0) =g(f))=(f0)P+1=Q2x-3?%+1

=4x% - 12x+ 9+ 1 =452 - 12x + 10

bulunur.
Bu ornekte oldugu gibi genellikle fog # gof dir.

3
/[ 1
1+ x2 #fadesini ii¢ ayr: fonksiyonun bilesimi olarak gosteriniz.

Girdiye x diyelim ve x in girdisini alalim. Once, 1 + 2 ¢iktisin1 hesaplayalim,

1
sonra ¢iktinin ¢arpimsal tersini alalim. Boylece 172 elde edilir.
+ X
S/ 1
Son olarak cikan sonucun kiip kokiinti alalim. Boylece 1 + x2 fonksiyonu

elde edilir. Buradan;

3
u=f(x)=1+x% U=g(u)=1ﬁ ve y=h)= % alinirsa

e hCgCfe D=~ =1
1+

olur.
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S =x3+3x+6, gx)= 1f olmak iizere g ( f(2) ) =?
x

f(2=23+3.2+6=8+6+6=20

g(f@)=go)=_20 20
1+20 21

bulunur.

Ters Fonksiyon

@ Verilen bir fonksiyonun tersinin var olup olmadigim arastiracak

AMA .. . ..
7 ¢ ve var olanlarin tersini bulabileceksiniz.

Bir f fonksiyonu bire-bir ise gorinti kiimesindeki herhangi bir y sayisina f nin
tanim kiimesinden y = f(x) esitligini saglayan (diger bir deyisle y = f(x) denkle-
minin ¢6zimi olan) bir tek x karsilik gelir. x, y tarafindan tek olarak belirlen-
diginden x, y nin bir fonksiyonudur. Bu durumda

x=/10)
yazilir ve £1 fonksiyonuna f nin ters fonksiyonu denir.

Genellikle bir fonksiyonun tanim kiimesinin degiskeni olarak y yerine x tercih
edildiginden x = f1 (y) esitliginde x ile y degistirilip ters fonksiyon tanimi su se-
kilde verilebilir.

S bire-bir ise £1 ters fonksiyonu vardir. £1 (x) in degeri f/nin tanim kiimesi
icinde, f()) = x esitligini saglayan bir tek y sayisidir. Yani

Y=/l e x= )

dir.
Ornegin; f(x) =x fonksivonu [0. +eo) dan. [0. +e0) a bire -birdir.
Tersi vardir ve bu fonksiyon y=+x de xile y yer degistirilip ¢oziilerek
x=+vy © y=f'(® = x? biciminde bulunur. y=f"(x) < f(y)=x denkli-
ginden, bu denklemlerden biri digerinin yerine alinabilir.Boylece bu fonksiyonla-

rin grafikleri asagidaki sekildeki gibi

( 1
e =x
)= I

olur.
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Bire-bir bir fonksiyonun terside bire-bir olacagindan, tersinin de tersi vardir ve
bu fye esittir. Gercekten

y=(r" = re0

olur. y = f1 (), x = f()) denklemlerinden biri digerinin yerine alinabilecegin-
den her ye Dy ve her x€ Dy icin

ST =y, o) =x

esitlikleri elde edilir.

Kesin artan (ya da azalan) bir f fonksiyon bire-bir olacagindan, gériintii kii-
mesinden tanim kiimesine taniml bir £ tersi vardr.
e [min tersi varsa teklir.
e fnin tersi bulunurken iki yol izlenir.

1. YOL: y = f(x) den direkt olarak x cekilir. Cikan x = g(y) ifadesinde x yerine

1 (x), y yerine x yazihr.

2. YOL: y = fix) ifadesinde x ile y wnin yeri degistiriliv, yani x = f(y) yazilir ve
bu esitlikten y cekilir, bulunan y, 1 (x) i verir.
o Ters fonksiyonunun grafigi iki yolla cizilebilir.

1. YOL: f nin tersi bulunur ve onun grafigi ¢cizilir.

2. YOL: f fonksiyonunun grafigi cizilir. Cizilen grafiginin y = x dogrusuna go6-
re simetrigi ! in grafigi olur.

Verilen fonksiyonlarin bire-bir olduklarini saptaymmiz, terslerini bulunuz
ve ciziniz.

a) [ =2x-1 b) f(x)=8x3-1

a) [(x) = 2x- 1 fonksiyonu monoton artan oldugundan tersi vardir. Simdi tersi-
ni iki yolla bulalim.

1. YOL: y=2x-1den xicekersek x= JLzl bulunur.

_x+1

xyerine £ (x) ve y yerine x yazilirsa f 1(x) b

olarak bulunur.

y=x

leoy= x+ 1
fx) N

x jl ,
)= 3 x+1 -
=i/t [

(a) fix) = 8x3-1 (b)
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2. YOL: y=2x-1 de 6nce x ile ynin yerini degistirelim. Bu durumda
x =2y - 1 elde edilir. Buradan y yi cekersek

x=y+1
2

Sy =2

bulunur (Sekil (4.11 (a)).

b) f(x) =8x3 -1 daima artan oldugundan tersi vardir.

Fleo = 43/ x‘;l olur (Sekil 4.11 (b) ).

=

1. Verilen fonksiyonlarin bire-bir, orten, artan ve/veya azalan olup olmadiklarini

ara§t1r1n1z.
a) f(x) = x3 - x2 b) flx)=X*3
x-1
_x2 ;o x<0
O [ =\ x2 ; 0<x<2 d y=V#-x
\ x+2 ; x>2

2. Verilen fonksiyonlar i¢in bileske fonksiyonlarini bulunuz.

a) f(=3x-5x , g(=1-3x icin

1 fog (i) gof (i) fof
b) [0 =2-x 5 g=12x-1
() fog (i) gof

3. Verilen fonksiyonlarin terslerini bulunuz.

a) flx)=x*3 b) f: (1,00 = [1,00); f(x)=(x-D*+1

x-2

o flx) =V2x+ 1 d) flx)=,/X+1

x-2

4 flx)=x2-3x, g = x+3 fonksiyonlar: veriliyor. Asagidakileri
2

hesaplayiniz. X
D fB-g b SO oD D g
1+g®

5. a) f(0=—" ise flx)+ f(-x)=2 f(-x?) oldugunu gosteriniz.
1+x

b) f(¥)=x (x+1 ise f(x+h)-f(x=hQx+1+h) oldugunu
gOsteriniz.
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FONKSIYON TURLERI

Fonksiyonlar: siniflandirabileceRsiniz.

Simdi, orta 6grenim yillarinda gérmiis oldugunuz belli basli fonksiyon tiirlerini ve
bunlarin grafiklerini verelim.

D a,#0 veay, ay, ..a,,, a, € R olmak lzere
fO=ay + aqx +ay;x, + ... + a,x,

bicimindeki bir fonksiyona n-inci dereceden bir polinom fonksiyonu
denir.
Ozel olarak

e n=0 ise f(x) = a fonksiyonuna sabit fonksiyon denir.

e n=1 ise f(x)=ax+ b fonksiyonuna dogrusal fonksiyon denir.
Burada a=1,b=0 ise f(x)=x=1(x) ile gosterilir ve birim
fonksiyon adin: alir.

e n=2 ise f(x)=ax?+ bx+ ¢ fonksiyonuna ikinci derece
fonksiyon denir.

e n=3 ise [f(x0)=ax3+ bx*+ cx+d fonksiyonuna kiibik
fonksiyon denir.

Verilen fonksiyonlarin grafiklerini ciziniz.
a) y=3 b) y=2x+1 c) y=x*-x-2 d) y=x-x

a) x- eksenine paralel olan y- eksenini 3 noktasinda kesen dogrudur
((Sekil 4.13 (a)

( )

y=2x+1

(@) (b)

b) y ve x eksenlerini sirasiyla
x=0 icin y=2.0+1=1 = (O, D

y=0 icin 0=2x+1 = x=—1§=>(—1§,0)

noktalarinda kesen dogrudur (Sekil 4.13 (b) )
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¢) y ve x eksenlerini sirasiyla
x=0 = y=-2 = (0,-2)
y=0 = F-x-2=(x-2x+D=0
= x=-1, x,=2
= 1,0, 2,0
noktalarinda kesen simetri ekseni x= 15 dogrusu olan bir paraboldir
(Sekil 4.14 ().

oo

(a) (b)
.

dD y=0=2F-x=xZ-D=x(x-Dx+1=0
:‘Xj:—l, x2=0, .X'3=1
olmak tlizere x-eksenini (-1, 0), (0, 0) ve (1, 0) da kesen
X —> -0 =) — -0
X—>+o0=) — + o

olan bir grafigi vardir, ( Sekil 4.14 (b) ).

D [fve gsirastyla n - yinci ve m - yinci dereceden polinomlar olsunlar.

h () _J&X) _apgtax+ .. +apx”
gx) byt bix+ ...+ byx™m

biciminde bir fonksiyona rasyonel fonksiyon denir.

a) f(x)=L22 b) [l =1 NEK 15
+

X x2+1

rasyonel fonksiyonlarinin grafiklerini ¢iziniz.

D fRA(2) SRV}, fle) =222

X+ 2

oldugunu daha 6nce gormustik.
Eksenleri kestigi noktalart bulalim. Grafigin y - eksenini kestigi nokta

x=0icin  y=9"2 =_1=(0,-1)
0+2

dir. x - eksenini kestigi nokta ise
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=0 icin X2 -=0=x=2=(20)
x+ 2

olarak bulunur. Birka¢ yardimci nokta verirsek grafigi kabaca cizebiliriz.

LA L L B-2_
x=-3 icin f(-3) 342 5

x=1 icin f(D= 1-2 _ /3

1+2
bulunur.
X = -0 = )y — 1
X = too= y =1
olur.
x |- | -3 o] 1 |2 |t
feol | 5 -l |-1/3 10 |
( \

(a) (b)

. | sekil4.15 g

b) xe R iken 0<y <1 idi. Grafik x- ekseni (y=0 dogrusu) ile y =1
dogrusu arasindadir.

x— to jken y—> 0 olacagindan grafik yukaridaki gibidir.

II) Parcali Tanimli Fonksiyon
Ozel olarak veya zorunlu olarak baz1 durumlarda fonksiyon, tek bir esitlikle degil,
tanim kiimesi parcalara ayrilip her bir parcada farkli bir esitlikle verilebilir. Bu tiir
fonksiyonlara parcali tanimli ya da kisaca parcali fonksiyon denir.

Gunltk yasammmizda parcali tanimli fonksiyonlart ¢cok sayida 6rnek verebiliriz.
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T C Posta Idaresince aguwhgi 0 ile 2 kg araswmda degisen mektup veya
kolinin Tiirkiye'den Ingiltere'ye génderilme iicreti asagidaki fonksiyonla

verilebilir (x gram y Tiirk Lirasi olmak iizere).

200.000 ; 0 < x<20
300.000 ; 20 < x<50
400.000 ; 50 < x<100
y=f(x) =1 900.000 ; 100 < x<250
1.700.000 ; 250 < x<500
3.000.000 ; 500 < x<1000

4.700.000 ; 1000 < x<2000

*  Bulundugunuz sebirdeki taksilerdeki taksimetre tarifini km'ye, TL.

karsihik getiren parcali fonksiyon biciminde yaziniz.

*  Bulundugunuz sebrin belediyesi tarafindan diizenlenen m3'e TL.

karsilik getiren su fiyatlar: icin bir parcali fonksiyon yaziniz.

fx+ 1; x<3
fx) = { x-2 ; 3<x<4 pargah fonksiyonu igin
\l 5-x 5 x>4

a) fQ,f (Z) , f(6) degerlerini besaplayimz
2

b) Grafigini ciziniz.

a) ¥=2<3 = fQ=2+1=3
=7 7\=7_2=3
3<x 2<4 :>f(7) ) 2 >

x=2>4 = f(6)=5-6=-1

b) ,

f(2)=3

G
2

. — it ,
_ I 2 37 5N\{ x
£(6) = -If=mrmmrm et geeeneestes

a Sekil 4.16
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1V) Salt (Mutlak) Deger Fonksiyonu

X x <0
Bir x gercel sayisnin mutlak degerinin - 1x1 =10 5 x =0 biciminde
tanimlandigini biliyoruz. \

x ; x>0

/—x ; x <0
s:IR— [0, =) ; s= \O ; x =0 biciminde tanimli s fonksiyonuna salt

x ; x>0

(mutlak) deger fonksiyonu denir.

Bu fonksiyonun grafigi x € (-e0, 0) da s(x) = -x; x=01icin s(x) =0;
x € (0,0) icin s(x) = x grafikleri cizilerek asagidaki gibi olusturulur.

Y

Bir parabol ile bir cemberi kesistirerek 3. dere-
ceden bir polinom denklemin ¢éziimii icin ge-
ometrik bir yontem bulmustur.

Sevgili seninle ben pergel gibiyiz:

Iki basimiz var, bir tek bedenimiz.

Ne kadar dénersem déneyim cevrende:

Er gec bas basa verecek degil miyiz?
0. HAYYAM

"Biraz da sair olmayan bir matematikgi, highir
zaman tam bir matematikgi olamaz.”
Karl WEIERSTRASS

- J
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Kendimizi Sinayalim

1. f(x) = V& - x-06 fonksiyonunun en genis tanim 4. Asagidakilerden hangisi 1-1 fonksiyondur?
kiimesi asagidakilerden hangisidir?

a. [-2, 3] /
[-3, 2
(o0, -2] U [3, +o0)
(00, -3] U [3, +00) a.
(o0, -2) U (3, +e0)

oo

2. S =Vx-3+Vx+1 fonksiyonunun en genis

tanim kiimesi asagidakilerden hangisidir? y
a. (-0, -1] U [3, +o0) n
b. (-=,3)
c. (oo, -1l b. =
’ X
d. [-1, +e0) /
€. [3, +)
y

3. Verilen grafik asagidaki fonksiyonlardan hangisine aittir?

y
c. "N e
X
2
f(x)
y
d.
/ X
jZ-ZxZ . x <0
a. f(x)=
/ \Z—Zx ;o x 20 y
jZ-ZxZ . x<0 A
b. f(x)=
\Z—x ;i x20
€. X
foZ-z ;. x<0 I
c. flxo)=
\Z—Zx ;o x20
5. Asagida f (x) fonksiyonunun grafigi verilmistir. Buna
’Zx—xz; x <0 sre 1 asasidakilerden haneisidir?
d feo = gore (x) asagidakilerden hangisidir?
\Z—x ;o x20
y
’2x+2, x<0
e. fx)=
S l2-x ; x>0 2
2 X
f(x)
a. x-y=2
b. y-x=2
c. x+y=2
d. x+y=-2
e. x-2y=2
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6. fBx+ 1) =x-2 ise, yp=f(x) asagidakilerden 8. y
hangisidir?
a. y = %(x— 7 2 2
g \\ foo = 2
b. y = x+l 4 5 >
3 -1 X
x-6
C. =
Y 3
d y= % 5 Yukarida f(x) ve g (x) fonksiyonlarinin grafikleri veril-
3 mistir. Buna gore y = (gof)(x) bileske fonksiyonu asagida-
_ kilerden hangisidir?
ey - x=2
2
a. =
Y 2
7. Asagida grafikleri verilen fonksiyonlardan hangisinin b p= (x-2)7° + 2
grafigi tersinin grafigi ile aynidir. . 2
(x+2)°
y c. oY=

2
/ d y- (x - 2)2 + 2
a.
/I X e. y=(x-2)2+2
N

9. flx)= _3x-1 fonksiyonun tanim kiimesi asagi-
y lx-21 -4

dakilerden hangisidir?

|
1R\{§}
R\ {-2,21
R\ {-2,6}
R\ {2}
R\ {4}

IO

10. xf(0) +2=x+3f(x) olduguna gore, F1(x) asa-
gidakilerden hangisidir?

-2

2

a.

N W

x_
b. X*
x-3

Bx+ 2

~ 2 ox-1
\\
d. 3

d. 3.96'—2
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_2)3
1. flo = (x 43) fonksiyonunun 1w
fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?
a. V4x3
3
b 3- i
3
c. Ix-4+3
3
a3+ Tax
Y
€. x-7
12.
y y g
f
2 2
.| 2 x -2 X

Yukarida grafikleri verilen f ve g fonksiyonlart icin
(gop) (2) sayist kactir?

a. -4
b. -2
c. O
d. 2
e.

Biraz Daha Diisiinelim

1. Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimelerini bulunuz.
a) flo)=V4x? -4
b) flx)= Vixl -3

o) flo= Yx2-1
d fao =
x2+1

2. Asagidaki fve g fonksiyonlart icin fog ve gof'i fonksi-

yonlarint bulunuz.

a) flo=\x+1

g() =2+ 1
S(x) = |x]
gx)=x+3

3. Asagidaki fonksiyonlarin varsa ters fonksiyonlarini

bulunuz.
a) flx)=x+2
b fQx-3)= X1
x-2
o fla)=X*2
2x-5

d flo)=2x3-1






