Tirev Kavrami

Amacglar

Bu tiniteyi calistiktan sonray

@ bir fonksiyonun, bir noktadaki degisme bizinin fonksiyonun, o noktadaki
tiirevi oldugunu anlayacak,

@ cesitli tipteki fonksiyonlarin tiirevierini bulabilecek,

@ fonksiyonun bir noktadaki degerini, bu noktaya yakin wygun bir noktadaki
tegeti yardimuyla bulacak,

@ wirev fonksiyonunun da tirevlerini bulabileceksiniz.
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DIKKAT

Icindekiler

e Giris

e Tiirev Kavram:

e Tiirev Kurallar

o Teget Denklemi

o Yiiksek Mertebeden Tiirevier

* Once limit konusunu gézden geciriniz.
e Tiirev kurallarin: cok érnek cozerek ogrenmeye calisiniz.
* Tiirevin iktisadi uygulamalarimn anlamlarim anlamaya calisiniz.

e Coziimleri size birakilmis sorular: mutlaka ¢o6ziiniiz.

Giris

Bu tinitede tiivev kavramin, tiivev kurallarini ve tiirevin bazi uygulamalaring in-
celeyecegiz. Incelememizde temel dzellikleri Grneklerle agiklayacak, ayrimtili ka-
nitlara girmeyecegiz.

Tiirev kavram, fizikte hareketli bir cismin anlik bizinin bulunmasiyla, mate-
matikte ise bir fonksiyonun grafigi olan egrinin bir nokladaki tegetinin egiminin
bulunmast problemlerinden dogmustur. Bugtin ise tirev, matematikle beraber fi-
zik, kimya, miibendislik ve ekonomi gibi uygulamal bilimlerin bepsinde pek cok
problemin ¢oziimiinii kolaylastiran, bu nedenle biiyiik onem tasiyan bir kavram-
dir. Ornegin, bir mahn toplam maliyet fonksiyonunu biliyorsak hangi tiretim
miktarinda maliyetin en diistik diizeyde olacagini veya herbangi bir tiretim mik-
tarmda maliyetin degisim hizini yani maliyetin bhangi bizla artacagini veya aza-
lacagini, benzer sekilde bir maln kdar fonksiyonunu bildigimizde bangi satis mik-
tarinda kdrin en yiiksek olacagini, herbangi bir satis miktarinda kdarin hangi hiz-
la artacagini veya azalacagin tiirev yardimuyla bulabilmekteyiz.

Yukanridaki 6rnekler ve bunlara benzer problemlerde, birbirine bagh iki degis-
ken vardir ve bu degiskenlerden birisindeki bir degisiklik nedeniyle, digerinde
meydana gelen degisme séz konusudur. Bu tir problemlerde, degisme mikiarin-
dan daha cok, degismenin hizi énem tasimaktadir. Ornegin giiniimiizde benzin
Sfiyati zamanla degismektedir ancak, benzin fiyatinin bir ayda 100 000 lira art-
masu ile bir yilda 100 000 lira artmast arasinda ¢ok btiyiik fark vardir. Bu neden-
le 6nemli olan degisikligin hangi mikiarda oldugu degil, hangi oranda oldugu-
dur. Bu ornekle vurgulamaya calistigimiz kavram, matematik anlamda bir fonk-
siyonun bir noktadaki anlik (degisme) bizidur.

Bir fonksiyonun anhk bizina gecmeden dnce ortalama hizini bir rnekle
aciklayalim.

x mal miktarini géstermek tizere bir malin, milyon TL cinsinden toplam mali-
yet fonksiyonu

2
y=C(x) =5000 + 100x—% . 0<x<300

olsun. Bu toplam maliyet fonksiyonuna gére 100 birim ve 110 birim maln
maliyeti,

C (100) = 5000 + 100 . 100 - 2500 = 12,5 Milyar TL,

C(110) =5000 + 100 . 110 - 3025 = 12,975 Milyar TL
dir.
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Bu malhn [100, 110] araliginda ortalama maliyeti,

C(110) - C(100)

m = 47,5 Milyon TL / mal birimi

dir. Iste bu degere C toplam maliyet fonksiyonunun [100, 1101 arahgindaki
ortalama bizi diyoruz.
Genel olarak, bir y = [(x) fonksiyonunda x bagimsiz degiskeni bir x; nok-

tasindan x, mnoktasina (x; < x, olmak zorunda degildir) degistiginde fonksiyon
degerlerinde meydana gelen degisiklik miktar: f(x,) - f(x;) dir. Bu durumda

Sx2) - flxpD

X2 - X1

oramna fonksiyonun [x;, x,1 arahgindaki ortalama bizi denir. Burada eger
Xy <x; idse [x5, x;1 arahgindaki ortalama bizdan séz etmeliyiz.

Simdi de anlik bizi bir 6rnekle aciklayalim. Anlik (degisme) hizini yukaridaki
toplam maliyet fonksiyonu tizerinde aciklayabilirdik. Bunun icin, uzunlugu bi-
rim uzunluktan cok daha kiictik araliklar tizerindeki ortalama hizlarimdan séz
etmemiz gerekmektedir. Bunun matematik acisindan bicbir sakincast olmamasi-
na karsilik cok kiictik kesirli miktarda mal miktariarindan soz etmemiz size an-
laml gelmeyebilir. Bunun yerine kavramu, ilk égrenenler icin daba anlasilabilir
hale getirecegi inancuyla, hareketli bir cismin anlik bizinin bulunmas: problemiy-
le aciklamaya calisacagiz. Bu arada sunu da ifade edelim ki bazi ekonomik prob-
lemler tamamen pozitif tam sayiarla ilgili olabilir. Dolayistyla bu problemlerle il-
gili fonksiyonlar da pozitif tam sayilar kiimesi tizerinde tanimil olur. Bu fonksi-
yonlarm ozellikleri incelenirken bu fonksiyonlar yerine bunlarin gercel sayilar
kiimesinin wygun bir alt kiimesine genisletilmisleri alimarak inceleme yapilir. Sim-
di anlik b1z konusunu agiklayalim.

Bir dogru tizerinde hareket eden bir cismin aldigr yol, zamanin fonksiyonu
olarak, t saniye (sn), s metre (m) olmak tizere,

s=s(1) =20t + 312
olsun.

Bu  bareketlinin  baslangictan  (t = O amndan) itibarven ilk 2 saniyede
aldigi yol , s(2) =20 .2+ 3 .22 =52m, ilk 10 saniyede aldigi yol,
s(10) =20 .10+ 3. 102 = 500 m. dir.

Y

Bu  hareketlinin 2" inci saniye ile 10' ncu saniye arvasinda aldigr yol
s(10) - s(2) = 500 - 52 = 448 m. dir. Buna gére, s yol fonksiyonunun
diger bir deyisle hareketlinin (2, 10] araligindaki ortalama bz,

s(10) - s _500-52 _
0 5 56 m/sn

dir. Aymi cismin [2, 31 arahgindaki ortalama hiz,

s(3)-5(2) _g7-52
3-2 1

=35 m/sn
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(2, 25] araligindaki ortalama hizi ise,

5(2,5)- sQ2) _ 68,75 - 52
25-2 05

= 33,5 mbn

dir. Simdi bu cismin tam 2’ inci saniyede radara girdigini diisiinelim. Acaba bu
anda yani tam 2-inci saniyede cismin bizi nedir?

( )
Bu soruya cevap vermek icin s
ortalama bizdan yararlanalim.

Zamana =2 amndan itibaren _’ s(2+h)-s(2)

h ile gosterdigimiz (kiiciik) bir \h
artis verelim ve[2, 2 +h] aral- ‘
Gndaki ortalama bizi bulalm. —

2 2+h

s(2+h)=202+h)+32+h)?
=40+20.h+ 12+ 12h + 3h?
=52+32.h+3h?

s (2 = 52 m oldugundan

s2+h) -5 _52+32. h+3.h%*-52 _
D)2 o 32 + 3h m/sn

dir.

Buna gére s fonksiyonunun [2, 2 +h] arahgindaki ortalama bizi 32+ 3 h
m/sn dir. Bu bizin h — 0 i¢in (varsa) limitini, hareketlinin t =2 amndaki hizi
olarak almak oldukca akla yakin gériinmektedir. Iste, varhigi halinde, bu limit
degere cismin t =2 amndaki anlik (degisme) bizi veya kisaca anlik bizi
denir. Bu durumda t =2 amndaki anhk biz,

sQ2+h)-s@ _ . -

A S e hl’ino(SZ +3 . h) =32 m/m
dir.

Bu érnekte anlik b1z olan bu limit deger, benzer problemlerde teget egimi, mar-
Jinal maliyet, marjinal gelir gibi anlamliar tasir. Bu anlik (degisme) hizlarinin
genel adi tirevdir. Ornegin yukarida buldugumuz 32 degeri s (t) = 20t + 3t2
Sfonksiyonunun t =2 noktasindaki tiirevidir.

Tiirevin kesin tanimini vermeden once bir konuya aciklik getirelim. Uy-
gulamada karsilasilan fonksiyonlarin tanim kiimeleri genellikle bir araliktir. Bazi
ozel durumlarda da sonlu tane araligin ayrik birlesimi bicimindedir. Bu neden-
le, tanim kiimesi bir aralik olan fonksiyonlarin tiirevierini inceleleyecegiz.
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fila, b] - R fonksiyonu ve x,€ (a, b) verilsin. x# x, ve x€ la, b] ol-
mak lzere

J @) - flxp)

X- X0

oranina f fonksiyonunun [x,, x] (veya [x, x5]) araliginda ortalama hizi, x — x;,
icin ortalama hizin varsa limitine de f fonksiyonunun x, noktasindaki tiirevi
denir ve

dfCe)  dy
/(‘X ) ) - 5 ) e
S'(xo e ..
biciminde gosterilir. Buna gore,
. S &) -f(xo)
4 = lim <, >~ J %
S (xo) B
dir.
Eger ['(xy) varsa, f fonksiyonuna xy noktasinda tiirevlenebilir fonksi-

( )
> X > X
X — Xo x—)xo
X>Xo X<X0
X
X%Xo
. | sekils.2 g

yon denir.

Tirev taniminda x, noktasint [a, b] araliginin bir i¢ noktas: almistik. [a, ]
araliginin u¢ noktalarinda tirev su sekilde tanimlanir.

Eger x; = a ise x bagimsiz degiskeninin a ya, a dan kiicik degerlerle (sol-
dan) yaklasmast mimkiin olmadigindan

lim L0 -S(@

x—at X-a

Yandaki sekilde, x in xq @
yaklasmasi durumunda egri
tzerindeki x ve xq apsisli nokta-
lardan gecen kesenlerin hareketlerini
inceleyiniz. Yukaridaki limitin varhgi
halinde bu kesenlerin belli bir
dogruya Yaklastigin" gdrmeye
calisiniz. Bu dogruya teget
dedigimizi hatirlayiniz.
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sagdan limiti varsa, bu limite f fonksiyonun a noktasindaki tiirevi diyecegiz.
Benzer sekilde

lim L@ - /D)
x—b x-b
soldan limiti varsa, bu limit degere de f fonksiyonunun & noktasindaki tiirevi
diyecegiz.

[ fonksiyonunun [a, b] araliinin her noktasinda tirevi varsa, bu durumda
[ fonksiyonuna [a, o] araligi Gzerinde tlrevlenebilir fonksiyondur veya kisaca
tiirevlenebilir fonksiyondur denir.

SRR, f(x)=x2+3x-4 fonksiyonunun [2, 5] arahiginda ortalama
bizinmi ve x =2 noktasindaki tiirevini bulalim.

f(2=22+3.2-4=6 ( y f )
f(5) =52 +3.5-4=36
IO -F@ _36-6 _ 4 f6)-f@
5-2 3

Buna gore fonksiyonun (2, 5] araligin-

da ortalama hiz1 10 dur. /

Simdi [ fonksiyonunun x = 2 nokta-
sindaki tiirevini arastiralim:

- | Sekil6.3 g
o FGO-f@ o x?e3x-4-(2%+3.2-4)

x—2 xX-2 x—2 x-2

lim x2+3x-10 lim 7(36- 2 (xt 5)
x— 2 g2 x— 2 o2

lim (x+5)=7
x—2
O halde f'(2) = 7 dir.

Bagimsiz degisken x, dan x e degistiginde; degisme miktart x - x; dir. Bu
deger genellikle Ax (delta x) ile gosterilir. x> x; ise Ax>0, x<x, ise
Ax < 0 olacag: aciktir. Her iki durumda da Ax e x in artma miktari denir.

X-Xxg=Ax ise x=xy+Ax ve x> x; icin Ax — 0 olacagindan var-
lig1 halinde [/ (xp) tlrevi su sekilde de tanimlanabilir:

lim S (xo+ Ax)-f (x0)
Ax =0 Ax

S (x0)=

Burada, f(x) - f(xy) = f(xg + Ax) - f(xy) = Ay dersek,

"(x¢)= Hm &
S (xo)= MmO
olur.
Buna gore tiirev, bagimsiz degiskene verilen bir artmaya karsilik, fonksiyonun

aldigr artmanin, degiskenin aldigt artmaya oraninin, bagimsiz degiskene verilen
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artmanin sifira yaklasmast halinde varsa limitidir. Yani tiirev, x bagimsiz degiske-
nine verilen Ax artmasina karsilik fonksiyonun aldigr artma Ay olmak tizere,

%J:c oraninin Ax — 0 icin varsa limitidir.

S:R—> R, f() =c sabit fonksiyonunun bir x, € R noktasinda tiirevini
arastiralim.

( 3
AY A Y
c>0 c>0
9 [
= g — g
X0 X0+AX X0+AXX0
Ax >0 Ax <0

) | Sekil6.4 g
lim f(xo +Ax)-f(x0) - lim €€
Ax— 0 Ax Ax— 0

=0

oldugundan f’(xp) = 0 bulunur. Burada x; keyfi secildiginden her x € R icin
f'(x) =0 dir diyebiliriz.

f(x) =c ise her xe R icin f'(x) =0 dir. Sabit fonksiyonun her nokta-
da tiirevi vardir ve sifirdir.

Sabit fonksiyonun her noktada
tlrevi vardir ve sifirdir.

SR> R, f(x)=x birim fonksiyonunun bir x, < R noktasmnda varsa
tiirevini bulalim.

Ay = f(xy + Ax) - f(x) = (x5 + Ax) - x5 = Ax oldugundan

] Ax
lim —-=1,
Ax—>0 Ax

S(x0) =
S (xp =1 bulunur. Burada da x;, keyfi secildiginden her x € Ricin /' (x) = 1 dir.

/S () = x birim fonksiyonunun her noktada tirevi vardir ve 1 e esittir.

f (x) = x birim fonksiyonunun her
noktada tirevi vardir ve 1 e esittir

S:R—>R, f() = |x| fonksiyonunun x = 0 noktasinda varsa tiirevini
bulalim.

- fet A0 - fO _ [0+ Ax|-[0]
lim e lim T b T T

[Ax] = Ax, Ax <0 ise

]
Aaz—>0 Ax

Ax— 0 Ax— 0

burada Ax >0 ise [Ax| = - Ax oldugundan

lim | Ax| lim %=1 f / |
Ax— 0" AX  AxsotAx
= x|

Ax | y
lim |Ax| lim 2% =1
Ax— 0 Ax— 0 N

dir. B i A%
O m ——-

limiti yoktur. Dolayisiyla f(x) = |x| fonksiyonunun x = 0 noktasinda tiirevi

yoktur.
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oeear SRR f(x) = |lx| fonksiyonunun x =-2 noktasindaki tiirevinin -1,
x = 3 noktasindaki tiirevinin 1 oldugunu gosteriniz.

[0 = Ix| fonksiyonunun sadece x =0 noktasinda tiirevi yoktur. Bunun di-
sinda her noktada tirevi vardir. Fonksiyonun grafigine dikkat ederseniz (0, 0)
noktast bir "kdse" noktadir.

Bir fonksiyonun bir noktada tiirevlenebilir olmasiyla bu noktadaki stirekliligi
arasinda yakin bir iliski vardir.

fila, bl - R fonksiyonunun bir x, € [a, b] noktasinda tirevi varsa, f fonk-
siyonu x, noktasinda stireklidir. Ancak bunun karsit1 her zaman dogru degildir.
Bir fonksiyon bir noktada stirekli oldugu halde bu noktada tiirevi olmayabilir. Or-
negin f(x) = lx| fonksiyonu x =0 noktasinda streklidir. Yukarida gordigiimuiz
gibi bu noktada tiirevi yoktur.

Asagidaki grafiklerde verilen x; noktalarinda fonksiyonlarin tirevleri yoktur.
Bu noktalarda bazi fonksiyonlarin stirekli olmadigina, bazilarinda da grafigin
cesitli bicimlerde "u¢" veya "kose" olusturduguna dikkat ediniz.

X0

X0

Bir fonksiyon bir noktada stirekli y
degilse, bu noktada tiirevi yoktur.

1x0
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[0, ) >R, f(x)=+vx fonksiyonunun x =0 noktasmnda varsa tiirevi-
ni bulalim.

i SO+ A0 - O _ VAx -V0
im*+*— 7 Y>> = lim —————
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

oo

: 1
= 1 =
x50V Ax

s N
burada Ax > 0 oldugundan limit e y

olur. Bu limit sonlu bir deger olmadi-
gindan x = 0 da tirev yoktur. Bunun-
la beraber bu limitin e olmas:t bu | [

noktada, yandaki grafikte gorildigu |
gibi, disey bir tegetin varligini ifade

eder. ! X

q Sekil 6.8

1. /1 R->R, f(o=-2x+ 3 fonksiyonunun bir x, € R noktasindaki tiirevini
bulunuz.

2. [:R>R, f( =x2+4 fonksiyonunun x=0 ve x = -1 noktalarinda tii-
revini bulunuz.

TUREV KURALLARI

Yukaridaki ¢rneklerden kismen de olsa gordiigtimiiz gibi bir fonksiyonun tiirevi-
ni, tirevin tanimini kullanarak hesaplamak bazen uzun ve yorucu islemler gerek-
tirebilir. Bu konuda tirev kurallar diyebilecegimiz bazt 6zellikler, bize yardimci
olmaktadir.

Sfila, bl >R, g:la bl >R

fonksiyonlarinin bir x € [a, b] noktasinda tiirevleri olsun. Bu durumda,

Kural 1: f+ g:la, b] >R, (f+ 9 (x) = f(x0) + g (%) fonksiyonunun x, nokta-
sinda tirevi vardir ve

(f+8) (x)=f"(xp +g' (x0)

dir.
Turevlenebilir iki fonksiyonun toplaminin tirevi, fonksiyonlarin tiirevlerinin
toplamina esittir.
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h:R—>R, h =x+ 10 fonksiyonunun bir x € R noktasinda tiirevini
bulalim.

Dikkat ederseniz, carpimin tirevi
tlrevler carpimina esit degildir.

h:R—>IR, h (= x+ 10 fonksiyonunu /: R - R, f(x) = x birim fonksiyonu
ile g:IR—> R, g =10 sabit fonksiyonunun toplami olarak diisiinebiliriz.
Birim fonksiyonun ve sabit fonksiyonun her noktada tiirevi oldugundan h fonk-
siyonunun her noktada tiirevi vardir.

h ) =/ + g oldugundan h'(xy = /' (xp + g'(xyp dr.
S ='=1, g'(xy) =(10)"=0 oldugundan

h'(xp) =1+0=1 dir
O halde f(x) = x+ 10 ise her xe R icin f/(x) =1 dir.

Kural 2: /. g:[a, b] >R, (f. @ (0 =f(x). g fonksiyonunun x; nok-
tasinda tirevi vardir ve

(f.8) (x0) = f' (x0). g(x) + 8" (x0) . f(x0)

dir.

| ORNEK

h:R >R, h(¥) =x2 fonksiyonunun bir x € R noktasinda tiirevi-
ni bulalim.

Bir fonksiyonun bir sabit ile
carpiminin ttirevi, fonksiyonun
tlirevinin bu sabit ile carpimina
esittir

h:R >R, f(x =x2 fonksiyonu f(x) =x olmak lizere, h(x) = f(x) . f(x)
biciminde diistintilebilir. Buna gore,

h'(xp) = f"(xp) . [ + [ - [ (x)
dir. £’ (xp) = 1 oldugundan
h/(.X'O) =1.XO+.XO l=2x0

dir. x;, keyfi oldugundan f(x) = x2 ise her xe R icin f/(x) = 2x tir diyebi-
liriz. Kural 2 de, 6zel olarak g (x) = ¢ sabit fonksiyonu alinirsa, sabit fonksiyonun
tirevi sifir oldugundan

f) xg)=cf'(xy

olur. Yani bir fonksiyonun bir sabit ile ¢carpiminin tiirevi, fonksiyonun tirevinin
bu sabit ile carpimina esittir.

f(x) =8x+ 13 fonksiyonunun tirevini tirev kurallart yardimiyla kolayca bu-
labiliriz.

f(x) =8x+ 13 ise her xe€ R icin f'(x) = B0+ (13)'=8.(x)'+0
=8.1=8

Bu durumda y = f(x) = 8x + 13 dersek %}c =8 veya p'=8 vyazr.
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SRR, f(x)=3x2 +6x-7 fonksiyonununbir x c R noktasinda tii-

revini bulalim.

f(x) =3x%2 + 6x-7 ise

F1 (0 =Bx2)+ 60"+ (7)'= 3(x2)'+ 6(x0)'+ 0

= 3. 2x+6.1=6x+6

y=3x% + 6x - 7 dersek %= 6x+6 veya yp'=06x+06 veya

f (0 = 6x+ 6 yazilir,

Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.

Lof(x) =-4x+V2 2. g()=x*+3x-1

3-/e(x)=w/§x-1E 4. z(x)=§-x2

Kural 3: ¢, ¢, € R, olmak tzere

aftcegilabl>R, (o f+c9 @ =c [0+ g0

fonksiyonunun x, noktasinda tiirevi vardir ve
(c1f+c28) (xp) =cif' (xg) +c 8" (x¢)

dir. Burada 6zel olarak ¢y =1, ¢; =-1 alinirsa
(-2 ) =f" (x¢)-g"(xg)

sonucu elde edilir.

Kural 4: Her x € [a, b] icin g (x) # 0 olmak uzere,

, S
g« la b] >R, (é) (x)—g(—x)

fonksiyonunun x, noktasinda tiirevi vardir ve

(£ g7 08 08" (v0.
8" (x0)

dir. Ozel olarak f(x) = 1 sabit fonksiyonu olursa,

(é), (x0) = %

sonucu elde edilir.

Farkin tirevi tirevler farkina esittir.

Bolumiin tlrevi tirevler bolimine
esit degildir.
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| ORNEK'S SRR, OO

Jonksiyonunun x € R noktasinda tiirevini bulalhm.

2x+ 1
x2+3

(a0 1) (52 + 3)- (2 + 3) (2 1)

(0 =
(w2 +3)
1% (a2 +3) - 20(200+ 1) _2x%+6-4x2-2x
(w2 +3) (x2+3)
_ 2x%-2x+6
(w2 + 3)
S22+ 1 gepeek, W o207 -2x+6
x2+3 dx (xz ! 3)2

olur.

Kural 5: f: (0, ) >R, f(x)=x", re R fonksiyonunun bir x e (0, =) nok-
tasindaki tiirevi

fl)=rxrt
dir.

S)=x" ise f'x)=rx"1 x>0, reR

| ORNEK 1 o,
[:00 ) >R, fx)=1x ise f'(x)=7?

-l

K312 1
3 23

23 =

Vil (x) 1 (xl/S)/=

S
S
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f(x)=3x2;7++75 ise f'(1)="7

f' (1 sayisint bulmak icin énce f'(x) tiirevini bulup daha sonra x yerine
-1 yazmak yeterlidir.

_6x (2x+7)-2. (327 + 5)

S
(2x+ 7)2
_12x% + 42x- 6x2-10 _ 6x? + 42x- 10
(2x+ 7) (20+ 7)?
1) _6(1P+42.(D-10 _6.42-10 _-46

(2D +7) 52 %

F) =X Gx-1) ise f(x)=7? INEK 12

1. YOL
S0 = (6x) (Ba- 1) + (- 1) v

= (xl/z)/(Bx— 1)+3.4x =1§x'1/2 (3x-1) + 3 ¥x

‘_

Vx -

=3§x1/2_ x—1/2+3ﬁ=(%+5)ﬁ_ 1

oL
2 4x

[NS]N\e)

1
2" 2

2

II. YOL
Fo) =vx (3x-1)=3x VX -Vx =3x32 - x1/2

yazabiliriz. Buna gore,

rx) =2 121 4172
1) 2 2

Vx -

o N

1
X

o=

bulunur.
Simdi Gnite girisinde ele aldigimiz
2
C(x) = 5000 + 100x—% ., 0< x <300

toplam maliyet fonksiyonunun, cesitli noktalardaki anlik hizlarini, diger bir deyis-
le, tirevlerini bulalim.

/ - _2x_ _X
C' (x) =100 4 100 5

dir.
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€' (100) = 100 - % = 50 Milyon TL/Mal birimi,

C'(250) = 100 - 2570 - 25 Milyon TL/Mal birimi

Dikkat ederseniz €' (100) pozitif (M )
deger iken C''(250) negatif bir de- | 15000 |- :
gerdir. Bunun anlami, 100 birimlik 14375 |- ”””
tretim miktart civarinda maliyet e — ‘
yaklasik 50 Milyon TL/Mal Birimi hiz- 3
la artarken, 250 birimlik Gretim mik-
tart civarinda maliyet yaklasik 25 Mil-
yon TL/Mal Birimi hizla azalacak de-
mektir. Bu durumu fonksiyonun gra- | ‘ P
figinden de gormek mumkiindiir. |60 206 256 360

- | sekil6.9
m Bir firma x milyar TL reklam barcamas: yaptiginda

N (x) = -2,8x3 + 165x2 - 580x + 1900, 0 < x < 40
birim mal satacagint besaplamistir. Buna gore, x = 10 (milyar TL) nokta-
sinda satilacak mal miktarimn anlhik degisme bizvm bulalim.

x =10 noktasindaki anlik hiz N’ (10) oldugundan /N '(10) sayisint bulmamiz
gerekmektedir. Bunun icin énce V' (x) i bulalim.

I

N’ (0
N'(10)

- 8,4x2 + 330x - 580

-8,4 . 100 + 330 . 10 - 580
- 840 + 3300 - 580

1880

I

Buna gore, 10 milyar TL reklam harcamas: yapildiginda satilacak mal miktarinin
artis hizi 1880 dir.
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Kural 6: [:[a, b1 >R , g: [c, d] > R fonksiyonlar1 verilsin ve
fCla, b1) clc, d]olsun. f fonksiyonunun x, € [a, b] noktasinda, g fonksi-
yonunun ) = f(xy) € l¢, d] noktasinda tiirevi varsa, bu durumda

gof: la, bl > R, (gof) () =g (f(0))

bileske fonksiyonunun x; noktasinda tiirevi vardir ve
@Gof) x)=8" (F(x)).f'(x)

dir. Islem kolayligi bakimindan gof* bileske fonksiyonunda
y=@oH W=¢g(f)=gw, u=[f(0

dersek yukaridaki kural kisaca

b _dy du
de du dx

seklinde ifade edilebilir. Buna zincir kuralt denir.

h:R—>R h) =Qx2-x+ D3 fonksiyonunun x,= 1 noktasindaki tii- um
revini bulalim.

h fonksiyonunu, R de taniml

u=f(x)=2x2-x+1 ve gw=ud

fonksiyonlarinin bileskesi olarak distinebiliriz. Buna gore,

y=h)=(gof) ) =g(f)=gw=ud, u=2x%-x+1
olur.

dy  du 2 2 2
! = | — = - = - L

h'Go) = =2, @6 =3u? . (4x- 1) = 3 (2062 - oo+ 1) (4x- 1)
olur. Buradan

h'(D=3@.12- 1+D2@ . 1-1D=3.4.3=30

bulunur.

Zincir kurali yardimryla su sonucu ifade edebiliriz.
fila, b] > R* tirevi olan bir fonksiyon olmak tizere,

hila, b1 >R, hw=[f]1", reR
fonksiyonunun tirevi
h'(0 = r[ fID . £ (%

dir.
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h) =[] = h@=r[f]1. f' &)

dir.

m f:R-SR, f&®)=V4x4-8x2+8 fonksiyonu verilsin. f'(-1) =?

F0 = (4x* - 8x2 + 8)1/2

yazilabilir. Yukarida verdigimiz kurala gore,

[(x) = 15(4.964 -8x2 + 8) 2 (1643 - 16x)

frD=L(4-8+8)12(-16+16) =0

o=

bulunur.

simdi buraya kadar verdigimiz tirev kurallarini toplu halde gdrelim.
S =c,ceR ise f'(x)=0
S+ )= f'(x)+g" (x)
(-8 @=f"x)-g'x)
(. @)=f"(x).gx)+g' (x). f(x)
(Wf)&®=cf'x),ceR

(J—e)’(x) =(f (€ )’ S @)g@)-g' ). fx)
¢ £ 8> (x)

{355

|

(fog)' @) =] flg@)] = f' (g@)). g’ ()

el =

(xr)'=rx"'1 , x>0 ,7recR

@) =L X rwso
(V@) 7 S

(@)= L it ise r@>0
nN (f))!

(F@)] = r(f@) L. £/, F()>0, reR
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fm:\/% ise f'(6) =7 JRNEK 16 |

Fi = o)V 2 - (Vx-2) 3x

(Vx-2)
3Vx-2 - . 3x
2Vx- 2
X-2
6(x-2)-3x _ 3x-12

—2.(x-2)Vx—2 2. (x-2Vx-2

1(6) = 3.6-12 _ 6
i 2.6-2V6-2 2.4.2

oo [

f(x) = (x+1) ise f'(x)=? RNEK 17

e { 5]

=3( x )2.1.(x+1)—1.x
x4+ 1 (x+ D?

3
e+ D

S = ;5 ise f'(x)=7? m

(Sx 1 )’ 3Q@x+5)-20Gx-1

i = x5 ] x+5)°
[3x-1 [3x-1
2%+ 5 2V 2x+5
17
_ Q@x+5? 17

A 3x=1 22x+5%2 V31
2V 2x+5

fila, bl >lc dl

fonksiyonu bire-bir, érten ve stirekli olsun. x, € [a, b1 noktasinda [ fonksiyo-
nunun tirevi var ve f'(xq) # 0 olsun. Bu durumda

Sl dl—la, bl
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ters fonksiyonunun y, = f(xy) € [c, d] noktasinda ttrevi vardir ve

(r)ow= L - 1
&0 r (1 ov)

dir.

Ornegin [ (0, =) = (0, ), f(x) =x% fonksiyonunun bir x, € (0, =) nok-
tasinda tirevi vardir ve [’ (xp) = 2x5 # 0 dir.

Bu durumda,
S, = 0,0, fO)=vy

. 2 .
fonksiyonunun  y, = f(x,) = x, noktasinda tiirevi vardir ve

1y 1 1
) = ==
(f )yo R 0 2q
_ 1
24
dir.

Bu sonucu f1 (3) = ¥» fonksiyonunun tiirevini alarak da bulabiliriz.

1. f(x)=1"/97 ise f/(4)="? 2. f(x)=3v;+—l ise f/(-1)=7?
1+vx X
5. ) =G-2x) ise f1(D) =7 i feo=Vax+1 ise frx) =2

5. f(x)=4~x3+2x+19 ise f'CD=? ¢ [flx)= 1 ise f'(-3) =7
V1

5 fo=—2X_ s fr(x)=7? g g =%1 e gr(8) =7
x*+4 x%3
10. h(x) =£x7/4_ix—3/5
9. kx)=xVx+1 ise k/(x)=" ’ 7 3
ise h'(1)=2

11, m@o) = (x2-x7%-2) (63 + x%+2)
ise m'(x)="7
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TEGET DENKLEMiI

Bazi problemlerde karsimiza cikan fonksiyonlarin ifadeleri olduk¢a karmasik ola-
bilir. Bunun sonucu olarak boyle fonksiyonlarla calismak da zorlasir. Bu zorlugu
asmanin yollarindan birisi bu karmasik fonksiyon yerine, kabul edilebilir bir ha-
tayla fonksiyona yakin degerler alan bir polinom fonksiyon almaktir. Boyle bir
polinom fonksiyonun varligi ve varligi halinde sekli ile ilgili sorunun genel anlam-
da cevabi bu kitabin amaci disindadir. Biz bir 6¢zel durumu burada ele alacagiz.
Bu 6zel durum, fonksiyonun x gibi bir noktadaki degeri olarak, x; e yeteri ka-
dar yakin, uygun bir x, noktasinda egrinin teget dogrusu tizerinde x; apsisli nok-
tanin ordinatinin alinmasidir.

-
y

- | Sekilc.11_pg

Biraz sonra gorecegimiz gibi, tegetin denklemi, birinci dereceden polinom
fonksiyon (dogrusal fonksiyon) oldugundan, aranan degerin daha kolay buluna-
cagt aciktir. Ornegin V40 sayist y=+x fonksiyonunun x; = 40 noktasindaki de-
geri demektir. y=+x egrisinin x; = 36 apsisli noktasindaki tegetinin denklemi
(bu denklemi daha sonra bulacagiz)

77777777777777777 : : x
36 40

- | Sekil6.12 _Ig
_1

y B x+ 3 diir. Iste V40 sayisinin bir yaklasik degeri olarak

=1 =19 _
y= 540 +3=20=6335..

alabiliriz.

V40 = 6,333...
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Bu aciklama ve Ornege gore teget
denklemi oldukc¢a yararli gorinmektedir.
Ancak once teget nedir sorusuna cevap
vermemiz gerekmektedir. Teget deyince
cogumuz cemberin tegetini hatirlar ve
egriyi yalniz bir noktada kesen dogru ola-
rak distntrtz. Ancak bu distince her za-
man dogru degildir. Ornegin; y - ekseni
(x = 0 dogrusu) y = x2 paraboliinii tek
noktada kesmesine karsilik, paraboliin te- X

geti degildir - _sekils.13 g

( )

y=x2

P=(x,f(x))

/ X0 X
- _sekil.14 i

Tegeti su sekilde tanimlayabiliriz. Sekil 6.14te gorildiigi gibi y = f(x) fonksi-

yonunun grafigi olan egriyi ve bu egri tizerinde sabit bir 7'= (x , f (xy ) nok-
tasint ve bu egri tzerinde 7T den farkli P = (x, f(x)) noktasini alalim. Bu durum-
da 7P keseninin egimi

_ S - fxo)
P~ —

X - X0

m

olur. P noktasi egri tizerinde 7" noktasina yaklasirken (diger bir deyisle x — x,
icin) PT" kesenleri belli bir limit konumuna yaklasabilir, eger myp egimlerinin
X — X icin limiti varsa, yani

i SO~ fxg)

xX—= X X- X

limiti varsa, PT kesenleri belirli bir limit konuma yaklasir. Bildiginiz gibi bu limit
J/ fonksiyonunun x;, noktasindaki tirevidir. Iste bu limit yani /' (x() tirevi var-
sa, / fonksiyonunun x, noktasinda tegeti vardir diyecegiz. Buna gore tegeti soy-
le tanimlayabiliriz.

(xq, f (xy)) noktasindan gecen ve egimi f' (xy) a esit olan dogruya,
J fonksiyonunun (x, f (xy)) noktasindaki tegeti denir.
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(x5, ¥p) noktasindan gecen ve egimi m olan dogrunun denklemi
y-yy=mx-xy idi. Teget icin bu denklem de y, = f(xy) , m=f'(x)
oldugundan tegetin denklemi,

Y-S xg)=f"(xg) (x - xp)

olur.

Ornegin, f:(0,) >R, f(x)=vx fonksiyonunun grafiginin, x, =36 ap-
sisli noktasindaki tegetinin denklemini bulalim. "Bu tegetin yukarida sdoziini etti-
gimiz teget olduguna dikkat ediniz".

f(x0) = f(36)=V36 =6, f'(x)=_1_ oldugundan
24x

f7306) = 1 -1 dir Buna gore,
2 VS76 12

6 =1 (-
y-6 12(x 36)

y= % x-3+0

yexts
bulunur. ﬂi
1. y= m egrisinin x=V3 apsisli noktasindaki tegetinin denklemini m
bulunuz.

2. Y= %c egrisinin x= 15 apsisli noktasindaki tegetinin denklemini bulunuz.

Bir ekonomist icin belirli bir miktar mal tretildiginde bu malin toplam maliye-
tini bilmek kadar; herhangi bir Giretim miktarinda maliyetin degisim hizini bilmek
de 6nemlidir.

Ornegin bir malin toplam maliyet fonksiyonu, x mal miktari, € (x) Milyon TL

olmak tizere
C(x)=02x+ 10+4x + 1000 , 0 < x <100
olsun. Bu maldan 16 birim mal uretildikten sonraki 17-inci malin maliyeti,
Cc(17)- C(16) = 0,2 .17 + 1017 + 1000 - (0,2 . 16 + 10V16 + 1000)
=02+10.4,123-4.10

= 1,43 Milyon TL

dir. Buna karsilik, 49 birim mal tretildikten sonraki 50-nci malin maliyeti
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C(50) - C(49) = 0,2 . 50 + 10V50 + 1000 - (0,2 . 49 + 1049 + 1000)
=0,2+10.7,07-10.7
= 0,9 Milyon TL
dir.

Gordugiiniz gibi maliyetin 16 noktasindaki ortalama artis hiziyla 49 noktasin-
daki ortalama artis hiz1 birbirinden farklidir. Dogal olarak, bu noktalardaki anlik
hizlarin da farkli olmasi beklenir. Iste toplam maliyet fonksiyonunun bir x, nok-
tasindaki anlik (degisim) hizina, diger bir deyisle x; noktasindaki tirevine, bu
malin x, noktasindaki marjinal maliyeti denir.

Marjinal maliyet, x, apsisli noktadaki tegetin egimi oldugundan (x; + 1) in-
ci malin yaklasik maliyetini ifade eder. Bu durumu asagidaki sekilden acik¢a
gorebiliriz.

Xo xot+ 1
- | sekil6.15_Sg
Yukaridaki sekle gore,
PA= QB = C(xy , (x; birim malin maliyeti)
DB=C(xy+ 1 , (xq+ 1birim malin maliyeti)
DQ=DB-QB=C(xy+1D-C(x5) , (( x5+ D- inci malin maliyeti)
QP=(xg+ 1 -x5=1
EQ=C'(xy) , (x, noktasindaki marjinal maliyet)
C'(xy)=EQz=DQ=C(xyg+1-C(xy)

C(x) = 0,2x+ 10vx + 1000

x =16 ve x = 49 noktalarinda marjinal maliyetini bulalim.

, 0L x £100 toplam maliyet fonksiyonunun

Marjinal maliyet, toplam maliyet fonksiyonunun tiirevi oldugundan € '(16) ve
C'(49) degerlerini bulmamiz gerekiyor.

Clx)=02+10 =02+
24x Vx

C(16) =02+ -3 =02+2=145
V16 4

Cr(49)=02+-5 =02+2=0091
V49 7
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Gordigtniz gibi € '(16) degeri yukarida buldugunuz 17 -inci malin maliyeti-
ne, C'(49) degeri de 50 'inci malin maliyetine yakin bir degerdir. Bu nedenle

C'(16) = 17 'inci malin maliyeti
C'(49) = 50 "inci malin maliyeti

diyebiliriz.

Bir malin gelir fonksiyonunun bir noktadaki tiirevine, bu malin bu noktadaki
marjinal geliri denir. Bir x; noktasindaki marjinal gelir de (x, + 1) -inci malin
satisindan elde edilen gelirin bir yaklasik degerini ifade eder.

:

Bir malin gelir fonksiyonu x mal miktari, R (x) Milyon TL olmak iizere

2
R(x)=13x-%"  0< x <5000
) 3x800 x <5

dir. Bu malin x = 1000 noktasindaki marjinal gelivini bulalim.

R'(x)=13-X
al 400

R'(1000) = 13 - 1000 _ 1 5
400

dir.

YUKSEK MERTEBEDEN TUREVLER

fila, bl >R fonksiyonu [a, b] tzerinde tirevlenebilirse, [a, b] araligi tize-
rinde tanimlanan ve her x € [a, b] saywisint [ fonksiyonunun x noktasindaki
tiirevine gonderen fonksiyona / nin tiirev fonksiyonu denir ve [/ ile gosterilir.

Buna gore,
Slila, bl >R, x— f/(%

dir.
Eger f' fonksiyonunun bir x;; € [a, b] noktasinda tiirevi varsa, bu tireve f

fonksiyonunun x, noktasinda ikinci mertebeden tiirevi denir ve

de? ey, b
biciminde gosterilir.

[ fonksiyonunun her x € [a, b] noktasinda ikinci mertebeden tiirevi varsa,
f"ila, bl >R | x> f" (x)
fonksiyonuna f nin ikinci mertebeden tiirev fonksiyonu denir. f” fonksiyonunun

bir x; € [a, b] noktasindaki tlrevine f fonksiyonunun x;, noktasindaki Gictin-

cli mertebeden turevi denir ve
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f///(xo) d3f(x0) dSy

dx3 dxs X = X0

biciminde gosterilir.
Bu sekilde devam ederek 7 € IN olmak tizere f fonksiyonunun 7 -inci mer-

tebeden tiirevi tanimlanabilir. /* fonksiyonunun bir x; noktasindaki # -inci mer-
tebeden tiirevi

) (5 d" [xg) da”y
S (x0) v N

biciminde gosterilir.

fiRSR, flo)==1x%-5x3+6x-4 ise fv" (x)=7?

1
2

il

S0 = 2x3 - 15x2 + 6 fw o =12
F"(x0) = 6x2 - 30x frx) =0
FM0 = 12x - 30 Fur(o =0
SRV SR, f@=1 ise pr@)=2

fx) = %c =x1 oldugundan

f’(x)=—x'2=—%
X

Fr) =2x3 =2
xS

f () = _6x—4 - ﬁ
x4

S = 2437 = 2
X

olur.

1. fx)=+x ise [f"(x)=7?

2. gx)=x%-5x+6 ise g©(x)=2

5 h(o=Vx ise hmeg) =2

b

R(x)=2XF1 jse pr(1) =72
x+ 2
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Kendimizi Sinayalim

1. f(x) = x2 - 3x fonksiyonun [-1, 3] araligindaki orta-

lama hizi nedir?

4.

a. -1
b. 0
c 1

2
d. 1
e. 2

LS =4x (1-x)° ise f'(4) degeri kactir?

23
4
b. -2/
4
c 27
4
a 021
4
e. 162
. f(x)=(%€)2 ise  f"(2) degeri kactur?
a. -4
b. -2
c. 2
d.
e. 10

2 -
S0 = % ise f'(x) fonksiyonu asagidaki-

lerden hangisidir?

a dVx- 2 6
2 24x

b 3yx-_ 3 . 6
2 24x  xvx

c 3x2 +3x+ 6

2xVx
d. (2x+3)2 Vx

e 2X+3
X

5. f(x) = 2x- 1O (5x - 7) fonksiyonu icin £’ (0) degeri
kactir?

a. 89
60
47
-47
-60

o a0 T

e s

7. f(x) =Ax - % ise f'(64) degeri kactir?

1 ~

192

13
b. 192

]
Bl &N

&

o
B~

3
8. flo = \/; egrisinin x = 8 noktasindaki tegetinin
denklemi asagidakilerden hangisidir?
a. 12y-x=16

b. y-12x=16

c. 3x-4y=16

d. 3y-x=-2

e. 12y-x=9%4

9. f(x) = 1 % o ise [ (2) tirev degeri kactir?

a. -6

b. -2

c. 2

d. 4

e. 6

10. x mal miktart olmak tzere, bir malin milyon TL

cinsinden toplam maliyet fonksiyonu,
C(x) = 25x+ 240 vx + 5000

dir. Buna gore 37. malin yaklasik maliyeti ka¢ milyon

TL'dir?
a. 43
b. 45
5000
7340
7384

& a0
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11. x mal miktari olmak tzere, bir malin milyon TL

cinsinden gelir fonksiyonu,
22
R(x)=18x- =——
1000

verilsin. Buna gore, x = 2500 noktasinda marjinal gelir
kactir?
a. 13
b. 12
11
10
b)

S

Biraz Daha Diisiinelim

1. f(xo) = xVx+6 ise  f'(1 degeri kactr?
3x-1

4
2. g = V3x%-7x-4 ise g'(4) degeri kactir?

3. h(x)=Vx+ v¥x ise h'(2) degeri kactr?

Gottfried Wilhelm Von Leibniz

(1646 - 1716)

Diferansiyel ve integral hesabin kurucularin-
dan biri olan inlii matematikgi, ayni zamanda
hukuk, siyaset, tarih, mantik gibi bir cok alan-
da disiince dreten evrensel deha.

"Bende o kadar fikir var ki, sayet benden daha
iyi gdrmesini bilenler bir giin onlar derinlesti-
recek ve benim zihin emegime kendi kafalari-
nin giizelligini katacak olurlarsa, sonralari bel-
ki bir ise yarayabilir."

G. LEIBNIZ

"Doganin bitin olaylar birkag degismeyen
kanunun matematik sonuglaridir.”
P.S. LAPLACE

- J




