Tirev Uygulamalari

Amaclar

Bu tiniteyi calistiktan sonray

@ fonksiyonlarin artan ve azalan oldugu aralhklar: bularak gelirin veya
kdrin yiikseldigi veya diistiigii araliklar: belirleyecek,

@ fonksiyonun belirli bolgedeki en biiyiik ve en kiictik degerlerini bulabilecek,

@ fonksiyonun grafiginin yiikselis bicimini belirleyebilecek,

@ fonksiyonun resmini, yani grafigini, ¢izecek,

@ en diistik maliyet, en yiiksek Rdr elde etmek gibi minimum ve maksimum
problemlerini ¢ézebileceksiniz.




Tirev Uygulamalari

DIKKAT

Icindekiler

e Giris

e Artan ve Azalan Fonksiyonlar

e Yerel Maksimum ve Yerel Minimum
e Briikeylik

e Grafik Cizimi

o Maksimum ve Minimum Problemleri

Tiirev konusunu goézden geciriniz.

* Birinci ve ikinci mertebelerden tiirevlerin isaretlerinin 6nemine dikkat
ediniz, bu amacla denklem ¢oziimii ve fonksiyonun isaretinin nasil in-
celendigini iyi ogreniniz.

e Fonksiyonun grafigine bakarak fonksiyonun davranmgsint anlamaya
calisimiz.

Giris
Bu tinitede, tiirevin gerek matematik ve gerekse wygulamalr bilimler acisindan
onemli bazir wygulamalarini inceleyecegiz. Bu amacla bazi matematiksel kauv-
ramlart aciklamadan énce soyle bir problemi ele alalim:

Bir mahn kdr fonksiyonu, x mal miktar: olmak tizere

K(x) = -2x2 + 496x - 1400, 0< x< 200
olsun. Simdi bazi tivetim - satis miktarlarindan elde edilecek kdrlar: bulalim.

K(110) = 28960 , K(120) = 29320

K(130) = 29280 , K(150) = 28000

Dikkat ederseniz satilan mal miktar: 110 birimden 120 birime ciktiginda kdar
artarken, satilan mal miktar 120" den 130’ a ve devam ederek 150’ ye ciktiginda
elde edilen kdar azalmaktadir. Bu gézleme gore su sorular akla gelmektedir.
e Hangi satis miktarlarinda satis arttikca kdr artmaktadir?
o En yiiksek kdar hangi satis miktarinda saglanabilir?

Bu tinitede bu ve benzeri sorulara cevap verebilmeye olanak saglayacak mate-
matiksel kavramlar: inceleyecegiz.
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ARTAN VE AZALAN FONKSIiYONLAR
/A = R fonksiyonu verilsin. Eger her x; , x, € A ve x; < x, icin f(x) < f(xy)
oluyorsa, [ fonksiyonuna monoton artan (veya azalmayan), x; < x, icin

S (xp < f(x,) oluyorsa kesin artan fonksiyon denir.
e 3
y

f(x2)

x| Xy X
fx)
Monoton artan fonksiyon I *2 X
: | Sekil 7.1 g
( )
y y
fx2)
“1f (x9)
. : f(x1)
X2 x X X X
foa) |
Kesin artan fonksiyon

) | sekil 7.2
Monoton artan (veya kesin artan) fonksiyonun grafigine dikkatli baktigimizda,
koordinat sisteminde saga dogru ilerlerken grafigin yiikseldigini veya ayni yuk-
seklikte kaldigint ancak hicbir zaman dismedigini goririiz.
Benzer sekilde, her x;,x e A4 ve x <x, icin f(x)=[f(xy) ise [
fonksiyonuna monoton azalan (veya artmayan) fonksiyon, x; <x, icin
S (xp) > f(xy ise [ fonksiyonuna kesin azalan fonksiyon denir.

( )

y \y\

fx) f(xp)

X

f(x2)

Monoton azalan fonksiyon
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( )
Y y
fix) f(x)
fx)
x| X X
X X2 X
Kesin azalan fonksiyon

- | sekil7.4 g

Monoton azalan (veya kesin azalan) fonksiyonun grafiginin de, saga dogru
ilerledikce ytikselmedigini goririz.

Turevlenebilir bir fonksiyonun artan veya azalan olmastyla tiirevinin isareti
arasinda yakin bir iliski vardir.

Sila, bl - R
fonksiyonu stirekli ve her x € (a, b) icin tiirevi olan bir fonksiyon olsun.

a) Eger her xe (a, b icin f'(x) <0 ise f fonksiyonu monoton azalan,

J'(x) <0 ise kesin azalan fonksiyondur.

b) Eger her «xe (a, b icin f'(x)20 ise f fonksiyonu monoton artan,

f'(x) >0 ise kesin artan fonksiyondur.

Bir aralikta monoton artan veya kesin artan olan fonksiyona kisaca artan fonk-
siyon, benzer sekilde monoton azalan veya kesin azalan fonksiyona da azalan
fonksiyon diyecegiz.

Buna gore, bir aralik tizerinde tirevlenebilen bir fonksiyonun tiirevinin isare-
tine bakarak fonksiyonun bu aralik tizerinde artan veya azalan olup olmadigina
karar verebiliriz.

| ORNEK FRSR, f(0 = a2

Jonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklar: bulalim.

f(x) = x% fonksiyonu her noktada tiirevlenebilen bir fonksiyon oldugundan, bu
fonksiyonun tiirevinin isaretini incelememiz yeterlidir.

(%) = 2x
oldugundan x>0 ise f'(x) >0 dir, dolayistyla (0, o) araliginda fonksiyon
artandir, x<0 ise [f'(x) <0 dir, dolayisiyla (-0, 0) araliginda fonksiyon
azalandr.
Bu bilgileri bir tablo ile asagidaki bicimde gosterebiliriz.

Bir fonksiyonun bir aralikta tirevi
pozitif ise fonksiyon artan, tiirevi

0
negatif ise fonksiyon bu aralikta |
azalandir. Ancak bunun karsiti f' 1 0 +
dogru degildir. Yani,
Bir fonksiyon bir aralkta kesin I
artan ise bu aralkta tirevi f \ ‘ /
daima pozitiftir, kesin azalan ise
turevi daima negatiftir diyemeyiz.
Ornegin f(x) = x3 fonksiyonu Tablodan gortldigt gibi fonksiyon (- e, 0) araliginda kesin azalan, (0, o) ara-
kesin artandir ancak x = 0 da
tlrevi sifirdir.

liginda kesin artandir.
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/R R f(x)=%x3-3x2+8x-7 ORNEK 2

Jonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklar: bulunuz.

X3 - 3x% +8x-7

=1
SO 3

fl(x)=x*-6x+8

tlirevin isaretini incelemek icin koklerini bulalim.
x% - 0x+ 8 =0 denkleminin kokleri x; = 2, x, = 4 dur.

4 oo

X - 00

f +Z-(|)+
AN

xe (-0, 2) icin f'(x)>0 ve xe€ (4 0) icin [f'(x)>0 oldugundan
(- o0, 2) ve (4, ) araliklarinda fonksiyon artan, xe (2,4) icin
' (x) <0 oldugundan (2, 4) araliginda fonksiyon azalandir.

&
FTR>R |, f(0)=0x3-3x2-9x+6 m

fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklart bulunuz.

Simdi unite girisinde ele aldigimiz problemin ¢ozimini gorelim.

Bir malin toplam maliyet fonksiyonu, x mal miktari, C(x) Milyon TL ol- m
mak iizere,
C(x) = 0,5x% + 4x + 1400 , 0 < x < 200
toplam gelir fonksiyonu, R(x) Milyon TL olmak iizere,
R(x) = 500x - 1,552 , 0 < x < 200
dur.
Kdrin artan ve azalan oldugu iiretim satis araliklarint bulunuz.

Kar, gelir ile maliyetin farki oldugundan K kar fonksiyonu,
K (x0) = 500x - 1,552 - (0,552 + 4x + 1400)
= -2x2% + 496x - 1400
olur.

K fonksiyonunun tirevinin isaretini incelememiz gerekiyor.
K'(x) = - 4x+ 496

- 4x+ 496 =0
=496 _ 194
e
x | 0 124 200

|
K' + 0 -
|
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Yerel Maksimum ve Yerel Minimum

Bu durumda (0, 124) araliginda kar artmakta, (124, 200) araliginda ise
azalmaktadir.

Bunun anlami, tretilip satilan mal miktart 124 birime kadar arttikca kar da arta-
caktir. Ancak 124 birimden sonra uretilip satilan mal miktar arttikca kiar miktart
azalacakur. Ornegin,

K (100) = 28200 , K(101) = 28294 , K (124) = 29352
K (130) = 29280 , K (150) = 28000 , K(151) = 278%4

dir. Bu sayilardan da gordigimiz gibi 101 birim malin satisindan elde edilen kar
100 birim malin satisindan elde edilen kardan fazla iken 151 birim malin satisin-
dan elde edilen kir 150 birim malin satisindan elde edilen kdardan daha azdir. O
zaman, ne kadar mal uretilip satilirsa kir en yuksek olur, sorusu akla
gelmektedir.

Bu soruya cevap verebilmek icin maksimum ve minimum kavramlarini bilmemiz
gerekmektedir.

YEREL MAKSIiMUM VE YEREL MiNIiMUM

f:+A— R fonksiyonu verilsin ve x; € A icin x, noktasini iceren uygun bir

aralik 7 ( I A) olsun.

D Eger her xe I icin f(x) < f(x) oluyorsa, x, noktasma [ fonk-
siyonunun bir yerel maksimum noktas1, f(x,) sayisina da bir yerel mak-
simum degeri denir.

Sekil 7.5'de iki fonksiyonun yerel maksimum noktalart gosterilmistir.

f (xo)
f(x)

i) Eger her xe I icin [f(x)<f(x) oluyorsa, x, noktasna [ fonk-
siyonunun bir yerel minimum noktasi, f(x,) saywisina da bir yerel
minimum degeri denir.
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Sekil 7.6 'da iki fonksiyonun bazi yerel minimum noktalari gosterilmistir.

s

f ()
f (xo)

Yerel maksimum ve yerel minimum kavramlart bir noktanin civarindaki fonk-
siyon degerlerinin davranist ile ilgili kavramlardir. Yerel maksimum noktasindaki
fonksiyon degeri o noktaya yakin noktalardaki fonksiyon degerlerinden daima
buytik, yerel minimum noktasindaki fonksiyon degeri de o noktaya yakin nokta-
lardaki fonksiyon degerlerinden daima kui¢tiktur.

Bir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum noktalarina fonksiyonun
ekstremum noktalar1 denir.

f:[a, b] > R fonksiyonu
sirekli ve her x € (g, b) icin
tirevi olan bir fonksiyon olsun.
Eger bir xg € (o, b) noktasi f
fonksiyonunun  bir yerel
ekstremum noktasi ise f ' (xg) = 0

dir.

S :la,b] > R fonksiyonu siirekli ve
her x € (a,b) icin tireviolan bir fonk- y
siyon olsun. Eger bir x € (a,b) noktasi

f fonksiyonunun bir yerel ekstremum
noktast ise f ' (xy) = 0 dur.

Yandaki Sekil 7.7'de goruldugu gibi bir
fonksiyonun bir ekstremum noktasinda tirevi
varsa bu noktada tiirev sifirdir, dolayistyla bu

noktada yatay teget vardir. /
Ancak turevi olan bir fonksiyonun bir

noktada tiirevinin sifir olmasi, bu noktanin bir
yerel ekstremum noktast olmasi icin yeterli

degildir. y
Ornegin  y = x% fonksiyonunun x = 0
noktasinda tirevi sifir olmasina karsilik bu
nokta bir yerel ekstremum noktasi degildir
(Sekil 7.8).
Bu nedenle tirevi olan bir f fonksiyonu
icin /'(x) = 0 kosulunu saglayan noktalar

ekstremum noktast olmaya aday noktalardir.
Boyle noktalara f fonksiyonunun kritik
noktalari diyoruz.
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Yerel Maksimum ve Yerel Minimum

S RSR, f(0=a8-16x2 + 20x -5

Jonksiyonunun Rritik noktalarin: bulunuz.

Fonksiyonun stirekli olup tiirevinin
isaret degistirdigi noktalar
ekstremum noktalaridir. Bu
noktalarin yerel maksimum veya
yerel minimum noktasi olduklarina
tlirevin isareti incelenerek karar

/ fonksiyonu 3. dereceden polinom fonksiyon oldugundan her noktada tirevi
vardir. Buna gore, fnin kritik noktalar: tirevi sifir yapan noktalar oldugundan

S(x) =3x2-32x+20=0

x1=%2 , x2=10

bulunur. O halde f nin kritik noktalar % ve 10 dur.

Bir aralik tizerinde tanimli stirekli bir fonksiyonun ekstremum noktalarii bulmak
icin izlenecek iki yontem verecegiz.

Birinci Tiirev Testi

Bir fonksiyonun ekstremum noktalarini bulmak icin fonksiyonun oncelikle tirevi
ve tirevin kokleri, yani kritik noktalari, bulunur. Daha sonra varsa fonksiyonun
tirevinin olmadigi noktalar da belirlenip tirevin isareti incelenir.

Fonksiyonun stirekli olup tiirevinin isaret degistirdigi noktalar ekstremum nok-
talaridir. Bu noktalarin yerel maksimum veya yerel minimum noktasi olduklarina
soyle karar verilir.

a) Strekli fonksiyonun artanliktan azalanliga gectigi, diger bir deyisle tlirevin isa-
retinin (+) dan (-) ye gectigi nokta yerel maksimum noktasidir.

verilir X Xo X Xp
I
f' + 0 - f' + -
f'(xg) =0 f strekli, f'(xg) yok
X yerel maksimum noktasi Xo Yerel maksimum noktasi
e 7
y
y
fleg <o
N
Y
S |
X0 \x
f'(x) =0 (o) yok X0 X
- L sekil 7.9 B

b) Surekli fonksiyonun azalanliktan artanliga gectigi nokta yani tiirevin isaretinin
(=) den (+) ya degistigi nokta yerel minimum noktasidir.

X Xo X X0
I
f - 0 - f - +
|
f'(xo) =0 f siirekli, f* (xo) yok

Xo yerel minimum noktasi X yerel minimum noktasi
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y

y f'x) <o
f'x) <0

F'9>0 =2

XO X

f'(xo) yok

Xo
L f'(xo) =0

Turevin isaret degistirmedigi nokta yerel ekstremum noktast degildir.

x Xo x

|
f' + 0 + f -
|

Xo yerel ekstremum

Xo Yyerel ekstremum
noktasi degildir

noktasi degildir

9
&
f'ixg) =0 f'x) <o

X0

(\*\7 f(x?)=0

X0 X

f'(xo) <0

f(x)=1g9?—15x4—x3+6 ORNEK 5 |

Jonksiyonunun ekstremum noktalarin: bulalim.

S0 =t - 2083 - 3x2

o208 -3x2=0

X2 (2 -2x-3)=0

X+ D-3=0, x,=0 x=-1 x=3
Simdi de tiirevin isaretini inceleyelim.

0 3

, | | |
f + 0 - 0 - 0o+

| | |

N
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x = -1, turev (+) dan (-) ye isaret degistirdigi icin yerel maksimum noktasidir.

x = 0 tirevin kokl olmasina karsilik bu noktada tiirev isaret degistirmedigi icin
bu nokta yerel ekstremum noktast degildir.

x =3, tirev (-) den (+) ya isaret degistirdigi icin yerel minimum noktasidir.

ikinci Tiirev Testi
f:(a, b) >R ikinci mertebeden strekli tirevi olan bir fonksiyon ve
Xy € (a, b) bu fonksiyonun bir kritik noktas: (f ' (x) = 0) olsun.

f " (xg) = 0 olmasi durumunda
ikinci tirev testiile karar veriemez. @)  Eger f " (x,) > 0 ise x, noktast f fonksiyonunun bir yerel minimum
Bu durumda birinci tlrev testini

uygulaymniz. noktasidir.

b) Eger [ (xy) < 0 ise x, noktast f fonksiyonunun bir yerel maksimum
noktasidur.

| ORNEK F0) = - 4od + 4o - 7

Jonksiyonunun ekstremum noktalar: bulalim.

[ fonksiyonunun her noktada tiirevi oldugundan ekstremum noktalart sadece
tirevin sifir oldugu noktalarda olabilir.
0 =453 - 1242 + 8x
403 - 12x%2 + 8x =0
4 (2 -3x+2) =0, x=0, x5=1, x5=2
0, 1 ve 2 bu fonksiyonun kritik noktalaridir.
F7(0) = 12x2% - 24x + 8
F£"(0) =8> 0 oldugundan x = 0 yerel minimum noktasidir.
') =12-24+8=-4<0
oldugundan x = 1 yerel maksimum noktasidir.
F(2)=1222-24.2+8=8>0
oldugundan x = 2 yerel minimum noktasidir.

x2+1

Jonksiyonunun ekstremum noktalarin: arastiralim.

f,(x)=1.(x2+1)—2x.x= 1. x2
2 2 2 2
(x +1) (x +1)
=(—1_x2)2 =0ise x=-1, x=1
x*+1

2 (w2 + 1) - 20w+ 1) 2x (1) - 2x . (a2 + 1) - da(1a?)

S ) ==
G2 (a2 + 1
_ 207 - 2- 4x+4xd _ 2x% - 6x
(a2 + 1) (a2 + 1)

M) 2+6_4 _1
f(l) 23 8 2>0
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oldugundan x = -1 yerel minimum noktast,

2-6_-1
"H=22="=2<0
Sr= 202
oldugundan x =1 yerel maksimum noktasidir.

Jf(x) = x-10 vx + 100 ORNEK 8

Jonksiyonunun yerel ekstremum noktalarin: arastiralim.

//(x)=1-5F=W‘5=W‘5=0, x=25
X

Vx VX
X 0 25 o

|
f ] o
|

T

Tablodan gorildigi gibi x = 25 yerel minimum noktasidir. f(25) = 75 fonksi-

yonun yerel minimum degeridir.

Bir mablin, x mal miktar: tiriinden Rkdr fonksiyonu, milyon TL

cinsinden,

2
K(x)=-%+4x-2250, 0< x <3000

dir. Maksimum kdrin elde edildigi mal miktarint bulalim.

2
K(x)=-2 +4x-2250, 0< x <3000
(x) 70 3

K'a)=-2+4 - X +4=0 x=1500

375 375
X 0 1500 3000
|
K' + 0 —

|
1
K T N
Bu urtinden 1500 birim uretilip satildiginda maksimum kar olarak 750 milyon TL

elde edilir.

K (1000) = 416,7 , K (2000) = 416,7 , K (3000) = -2250
Dikkat ederseniz 3000 birim mal uretilip satildiginda 2250 milyon TL , zarar
edilir.
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Bikeylik

il

1. f(x) = ax* + bx + ¢ paraboliiniin tepe noktasinin apsisi nedir?

2. &(x)=+Vx-2x+9 fonksiyonunun maksimum noktasinin apsisi kactir?

3. k(x)=- % + 40.x- 3000 kar fonksiyonunun maksimum noktasini bulunuz.

4 h(x)=x+ 94 5 fonksiyonunun minimum noktasini bulunuz.
X

BUKEYLIK

Asagida [a, bl araligr tzerinde tanimli bir /* fonksiyonunun grafigi verilmistir. Bu
grafigin (a, ¢) aralig1 Gizerindeki parcasinda herhangi bir kiris grafigin tisttinde ka-
lirken, grafigin (¢, b) parcasi lizerindeki herhangi bir kiris grafigin altinda kalmak-

N tadir. Bu iki durumu bukeylik kavrami ile birbi-
rinden ayirmaktayiz.

fila, bl > R fonksiyonu strekli tirevi olan
bir fonksiyon olsun. Eger fonksiyonun grafigi
tzerinde alinan herhangi iki noktay: birlestiren
kiris daima grafigin lizerinde kaliyorsa, f fonksi-
yonuna yukari bitkey veya konveks fonksiyon,
eger kiris daima grafigin altinda kaliyorsa ffonk-
siyonuna asagi biitkey veya konkav fonksiyon
denir.

Sekil 7. 12 deki [ fonksiyonu (a, ¢) arali-

m ginda yukart btikey, (¢, b) araliginda asag: bi-

keydir.

( )

a b X a b x

Yukari biikey (konveks) fonksiyon

b

a N x a b X

L Asag biikey (konkav) fonksiyon m
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Bir fonksiyonun bukeyliginin degistigi noktaya biikiim noktas: denir.
( )
y
y "o <o
f'ey <0 e >0
f'e) >0 !
Lon X0
3 f (XO) =0 X0 "
| ; f(xp) yok
: ' X
i f"(x) = 0
o x f'x) <o /
f >0
\

f:la, bl = R fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli tirevi olan bir fonksiyon
olmak tizere,
a) Her xe (a, b)icin f"(x) >0 ise f fonksiyonu [a, bl araliginda yukari
bukeydir,
b) Her x € (a, b) icin [ " (x) < 0 ise f fonksiyon [a, b] araliginda asag biikeydir.
Buna gore bir fonksiyonun yukart bitkkey ve asagi bikey oldugu araliklart bul-
mak icin ikinci tlirevinin isaretini incelemek yeterlidir.
Stirekli bir fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevinin isaret degistirdigi bir nok-
ta da fonksiyonun butikim noktasidir.

S0 =4 -24x2 + x+ 1
Jonksiyonunun yukar: biikey ve asag: biikey oldugu araliklarla biikiim
noktalarint bulalim.

[ fonksiyonunun her mertebeden tiirevi oldugu icin biikeyligini belirlemek icin
ikinci tirevinin isaretini incelemek yeterlidir.
1 (x) =453 - 48x + 1
S (0 = 12x% - 48
1262-48=0, x=-2, x=2

X - oo -2 2 oo
[ | |
f + 0 -0 +
| |
f Yukari ‘ Asagi ‘ Yukari
biikey biikey biikey

Tablodan da gordigimuz gibi f fonksiyonu (- e, -2] ve [2, o) araliklarinda
yukart bikey, [-2, 2] araliginda asagi bikeydir. x = -2, x =2 noktalarinda
fonksiyon stirekli ve bu noktalarda ikinci mertebeden tiirev isaret degistirdiginden
bu noktalar bukim noktasidur.
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Grafik Gizimi

=

1. fx) = 2x+ le + 2 fonksiyonu hangi aralikta yukar: bikeydir?

2. g(x) = 3 + 3x - 7 fonksiyonunun biikiim noktasini1 bulunuz.

GRAFIK CiZiMi

Bir fonksiyonun artan veya azalan oldugu araliklar, ekstremum noktalari gibi te-
mel ozellikleri en acik bicimde grafiginden gortlebilir. Bir fonksiyonun grafigi
onun resmidir. Bu resim en net bicimde tlirev kullanilarak cekilebilir. Tirev san-
ki fotograf makinasinin flast gibidir. Nasil ki flas, resmi cekilecek nesneyi aydinla-
tarak ayrintilarin kaydint saglarsa, tiirev de fonksiyon davranislarini ayrintili bir bi-
c¢imde inceleme olanagi saglar. Buraya kadar genel hatlartyla ¢izdigimiz grafikle-
ri, artik daha ayrintili ve daha kolay cizebileceksiniz.

Bir fonksiyonun grafigi cizilirken genellikle asagidaki adimlar izlenir.

i) Fonksiyonun tanim kimesi acik¢a verilmemisse oOncelikle tanim kimesi
belirlenir.

ii) Fonksiyonun tanim kiimesini olusturan araliklarin u¢ noktalarinda varsa fonk-
siyon degerleri, yoksa fonksiyonun bu noktalardaki limitleri bulunur.

i) Birinci ve ikinci mertebeden tirevler yardimiyla fonksiyonun artan, azalan ol-
dugu araliklar, ekstremum noktalart ve bikeyligi belirlenir.

iv) Grafigin koordinat eksenlerini kestigi noktalar arastirilir.

v) Elde edilen bilgiler bir tabloda toplanir.

vi) Tabloya uygun grafik cizilir.

Bu ve bundan énceki tnitelerde ii-inci adim disindaki adimlarda ifade edilen
kavramlar hakkinda bilgi edinmis bulunuyorsunuz. Biraz sonra verecegimiz Or-
neklerle de bu bilgilerinizi hatirlayacaksiniz. Simdi ii-inci maddede bulunmas: ge-
reken limitlerde karsimiza c¢ikan asimptot kavramint aciklayalim.

J:(a, b - R siirekli  fonksiyonu verilsin. Eger lim f(x)=co (veya - c)
X —>a
ise x = a dogrusuna f fonksiyonunun diisey asimptotu denir. Benzer sekilde

lim f(x)=o (veya - ) ise x= b dogrusu da diisey asimptottur.
x—>b
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.

/' (a, ) = R siirekli fonksiyonu verilsin. Eger lii)n f(x)=10b ise y=bdog-
X o

rusuna f fonksiyonunun yatay asimptotu denir.

Benzer sekilde g: (-, @) — R siirekli fonksiyonunda lim g(x)= c olu-
X -0

yorsa, y = ¢ dogrusu yatay asimptottur.

Yatay asimptot, bagimsiz degiskenin yeteri kadar buiylik veya negatif yonde
yeteri kadar kiiciik degerlerinde fonksiyonun sabit fonksiyon gibi davrandigini

ifade eder.

Simdi yukaridaki adimlar izleyerek cesitli fonksiyonlarin grafiklerini ¢izelim.

2
y= C(x)=2000+50x—’1c—6,03x < 600

toplam maliyet fonksiyonunun grafigini cizelim.

0 < x £ 600 verildiginden bu fonksiyonu,

2
C:10,600] — R, C(x) = 2000 + 50x- 91“_6

seklinde distinebiliriz. Buna gore,

i) Tanmm kiimesi [0,600] kapalt araligidir.

i) Fonksiyon x = 0 ve x = 600 de tanimli oldugundan
C (600) = 9500

iii)
C'(x) =50 -g, 50 - §C= 0, x=400, C(400) = 12000

Crx) = - %, C"(400) = -1§ <0 oldugundan

x= 400 yerel maksimum noktasidir.

X 0 400 600
|

(o + 0 -

C " _ -

C 2000 / 12000 \ 9500

C (0) = 2000,
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Fonksiyon (0, 400) aralignda artan, (fonksiyon degerlerinin 2000 den 12000 e
artigma dikkat ediniz), (400, 600) araliginda azalandir (bu aralikta da 12000 den
9500 e azaldigina dikkat ediniz).

x =400 yerel maksimum, C(400) = 12000 yerel maksimum (ayni zamanda
mutlak maksimum) degeridir. Her x icin C” (x) < 0 oldugundan grafik asagi
buikeydir.

Fonksiyonun y-eksenini kestigi noktalari bulmak icin x = 0 icin y degerini bul-
mamiz gerekiyor. €' (0) = 2000 dir. y = 0 yani C (x) = 0 denkleminin varsa kokle-
ri de grafigin x eksenini kestigi noktalart verecektir.

2
2000 + 50x-X_ =0
16

bu denklemin kokleri olan
x1= 400 + 80 V30 = 838,2; x2=400-80 V30 = -38,2

sayilar [0,600] araliginda olmadigindan grafik x ekseninni kesmez. Fonksiyonun
tanim kiimesi yukaridaki x;, x, sayilarini iceren bir aralik olsayd: grafik x ekseni-
ni bu noktalarda kesecekti.

Bu bilgilere gore C fonksiyonunun grafigi asagidaki gibi olacaktir.

( )

1200

200

400 600 X

- | sekil7.18_og

4
p= Sl =2

SJonksiyonunun grafigini cizelim.

Tanim kiimesi IR = (-0 | o) dir.

4 4
) )

/’(9@=x3—3x2
x3-3x2=0, x1=x2=0, x3=3,

f0) =0, f(3)=- 277
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TN o N T

x =0 da turev isaret degistirmediginden bu nokta bir yerel ekstremum noktasi
degildir. x=3 te yerel minimum vardir.

S =352 - 6x

3x2 -6x=0, x=0, x=2

— O — O

N—F o —w
+

N

X 0 2

x=0 ve x=2 noktalart bikiim noktasidir.
x=0 icin y=0

y=07 x74_x3=0a %

4 4

X | =00 0 2 3 4 o
I

f' - 0 - - (l) o= +
|

fr + é) - 0 + + ¥
| |
T T

£ oo i oo

\0\4\%/0/
e 2

=274

. Sekil 7.19
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CGRNEK | PR
x%-1

Jonksiyonunun grafigini cizelim.

Fonksiyon, paydanin kokleri olan -1 ve 1 de tanimli degildir. Bu nedenle tanim
kiimesi,

R-{-1,1} = (oo, -D U (-1, 1) U (1, o)
dur.

lim —2 =0, lim —2X =0, y=0 vyatay asimptottur.

x—>-oox2_1 x—)mxz_l

lim —2% = oo , lim 2X = 4o , x=-1 disey asimptot
x—=-1 x2_1 x—=-1tx2

lim —2X = o | lim —2%X =+4e | x=1 diisey asimptot
x—)l-xz_l x—>1+x2_1

f,@=2(x2- D-2x.2x_ 2x"-2 _
(-1 (-2f

, 2x2-2=0, x?=-1

kok yok
x=0 icin y=0, p=0 icin x=0
X - oo o} | oo
f' - - 3
£ l0
\_oo +oo\-oo +oo\o

ey ‘ | sekil7.20 g

1. f(x)=2x+ 145 fonksiyonunun diisey asimptotunu bulunuz.
2x

2. g = 3x-5  fonksiyonunun yatay asimptotunu bulunuz.

1-2x
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Maksimum ve Minimum Problemleri

Bir isletmeci hangi tUretim dizeyinde ortalama maliyetin en dustk, hangi Gretim-
satis miktarinda en ytiksek kir elde edecegini bilmek ister. Bu degerleri yasaya-
rak degil hesaplayarak bilmek zorundadir. Yasayarak 6grenmek isteyenlerin bii-
ylk olasilikla ikinci bir sanst olmayacaktir. En kiiciik veya en buytk degeri bul-
ma problemlerinde en biytik yardimcimiz tiirev kavramidir. Bu kesimde bununla
ilgili problemlere iki 6rnek verecegiz.

Kare prizma biciminde 800 c¢m?3 lik kapali bir kutu yapilacakur. Kutunun alt ve
tst tabanlarinin birim maliyeti yan ylzlerinin birim maliyetinin 2 kati olduguna
gore, en ucuza malolacak kutunun boyutlarint bulunuz.

Problemi ¢ozmek icin dnce matematiksel ifadesini bulmamiz gerekir. Bunun icin
kutunun taban kenar uzunluklarina x cm, yiksekligine y cm diyelim.

Kutunun hacmi : V= a2y dir. .

Taban alanlart co+ a2 = 262 ;

Yanal ytiz alanlari : 4xy E ’
Toplam alan 202 + 4xy PO
dir. mm» i

Yan yiizlin birim maliyetine 1 dersek, tabanlarin birim maliyeti 2 olur.
Bu durumda
C=2x2.2+4xp .1 =452 + 4xp
olur. Dikkat ederseniz maliyet x ve ) degiskenlerine baglidir. Burada hacim-
den yararlanarak y» yi x tirlinden ifade edebiliriz.

V=x%y=800 oldugundan y= g
X
C( = 4x° + 4x. 800 = 442 + 3200
x? X
bulunur.

Simdi € fonksiyonunun minimum noktasint bulmaliyiz.

O () = 8- 3200 _ 82 - 3200
x? x?

3
ww , 8(x%-400) =0
X

Buradan = (400 = 7,37 cm

X 0 7,37 o

|
c' - 0 +
|

IO T

Tablodan goruldigi gibi x = 7,37 bir minimum noktasidir. x in bu degerine
karsilik gelen y degerini bulalim.

800 - 800 -~
= o= 14,74 cm
T2 T

Buna gore, taban kenarlart 7,37 cm, yuksekligi 14,74 ¢cm olan kutu en ucuza ma-
lolacaktir.
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Bir turistik otel isletmesi bir seyabat acentasiyla su sekilde anlasma
yapnustwr. 150 turiste kadar kisi basina konaklama iicreti giinliik 8 mil-
yon TL, 150 kisiden sonra, 150 ile 300 arasindaki ber bir kisiye karsilik
ber miisteriden 20.000 TL indirim yapilacaktir. Otelin bir Risi icin
masrafi 4.000.000 TL olduguna gore,

a) otele maksimum gelivi saglayacak,

b) otele maksimum kdr: saglayacak

turist sayisim bulunuz.

Once otelin gelirini ve kdrini matematik dille ifade etmemiz gerekiyor.
/ x.8000000 , 0<x<150

R(x) =

\ [ 8000 000 - (x- 150) . 20.000 | x , 150 < x< 300
veya

/ 8000000 . x , 0<x<150
R(x) =

\ -20 000x% + 11 000 000 x , 150 < x< 300

R fonksiyonunun maksimum noktasint bulmak icin tirevini alalim.,
‘ 8000000 , 0< x<150
]\7/(.96') =

‘ -40 000 x+ 11 000 000 , 150 < x< 300
R'(x) =0, -40000x + 11 000 000 = 0 , x = 275

X 0 150 275 300

R' + + 0 -

LT TN

Buna gore gelirin en ylksek oldugu turist sayist 275 tir.
b) Simdi de kir fonksiyonunu ele alalim.

4 N\

6,125.108

150 175 300 x

- | sekil7.21 g
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R(x)=Rx)- Clx)

{ 8 000 000 - 4 000 000 & , 0 < x< 150
=20 000 A + 11 000 000 - 4 000 000 x , 150 < A< 300
/ 4000000 & , 0<.a<150
\ -20 000 &% + 7000 000 x , 150 < A< 300
‘ 4000000 , 0< <150
/(/(X) =
\ 40 000 A+ 7 000 000 , 150 < < 300

K'(x) =0 ise x=175

X 0 150 175 300

K + +

MR T

Tablodan da gordiiglintiz gibi en yiiksek kar 175 turistten elde edilmektedir. Bu-
radan da gordiigiiniiz gibi en yiiksek gelirin elde edildigi nokta ile en ylksek ka-
rin elde edildigi nokta farkl olabilmektedir.

'.z i
Dairesel dik silindir biciminde 162 © cm3 hacimli kapali bir kutu yapilacaktir. Ku- m

tunun 1 cm? nin maliyeti 5000 TL olduguna gore en ucuza mal olacak kutunun
maliyetini bulunuz.
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Kendimizi Sinayalim

1. /(%) = - &2 + 1 fonksiyonu hangi aralikta artandir?
a. (oo 1)
b. (-0, 0)

-1 D

(0, o0

(1, o)

& a0

2. f(x) = 2’“

x°+1
sinde azalandir?

a. (-0, 0)
b. (0, D
c. (-1, 00)

fonksiyonu asagidaki araliklarin hangi-

e. (- oo, o)
3. f(x) = x3 - 2x2 -4x + 6 fonksiyonunun yerel minimum
noktasi asagidakilerden hangisidir?

a. (0,06

b. 1,D

4. f(x) = x3 - 2x% -4x + 6 fonksiyonunun yerel maksi-
mum degeri kactir?
a. -2
b. 1
202
27

d 2
e. 6

C.

fonksiyonunun diisey asimptotu-

5. f(x) = X+ Tx-1
X+ 3

nun denklemi asagidakilerden hangisidir?

a. x=-
b. x=3
c y=-3
d y=3
e. x=-1
3
6. f(x) = 2x- 3x fonksiyonunun yatay asimptotu-
x%+ 6x+5
nun denklemi asagidakilerden hangisidir?
a. x=2
b. y=2
c. y=-3
d x=-1
3
e. x=-1

7. x  mal miktart olmak tizere bir malin milyon TL
cinsinden kar fonksiyonu, K (x) = 800x - 2x2 verilsin.
Buna gore, bu maldan elde edilecek en yiiksek kar kac
TL dir?

a. 640 Milyar

b. 160 Milyar
80 Milyar
40 Milyar

800 Milyon

o ap

8. x mal miktar1 olmak tzere, bir malin gelir fonksiyonu,

2
R(x) = 15x- x@ verilsin. Buna gore, gelirin azalmaya

basladigr mal miktart kactir?
a. 4500
b. 3000

600

300

15

o a0

9. x mal miktart olmak tizere, bir malin toplam maliyet

2
fonksiyonu, C'(x) = 3000 + 60x - 916—0 dur. Buna gore, ma-

livetin en ylksek oldugu tretim miktari kactir?

a. 30

b. 60

c. 250

d. 300

e. 450
10. f(0) = 2x3 + 952 + 12x - 13 fonksiyonu hangi aralik-
ta asagi bikeydir?

11. Karesi ile toplami en kiiciik olan gercel say1 kactir?

a. -1
1
b-3
c. 0O
1
d <
2
e. 1

Biraz Daha Diisiinelim

1. fQo = 2x+5 fonksiyonunun grafigini c¢iziniz.
x-

Z.g (x) = %xf’ + x2 - 8x fonksiyonunun grafigini ciziniz



