
Amaçlar
Bu üniteyi çal›flt›ktan sonra;

y = ax fleklindeki üstel fonksiyon kavram›n› ve üstel fonksiyonlar›n özellikle-
rini ö¤renecek, grafiklerini çizecek,
y = ax üstel fonksiyonun ters fonksiyonu olan  y = logax  logaritmik fonksi-
yon kavram›n› ve logaritmik fonksiyonlar›n özelliklerini ö¤renecek, grafikle-
rini çizecek,  
logaritman›n temel özelliklerini ö¤renecek, 
üstel ve logaritmik fonksiyonlar›n türevlerini ö¤renecek,
üstel ve logaritmik fonksiyonlar›n uygulamalar› olarak bileflik faiz, nüfus
art›fl›, ekonomik büyüme hesaplar› yapabileceksiniz.
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‹çindekiler
• Üstel Fonksiyon
• Üstel Fonksiyonlar›n Grafikleri
• Logaritmik Fonksiyon
• Logaritmik Fonksiyonlar›n Grafikleri
• Logaritman›n Temel Özellikleri
• Üstel ve Logaritmik Fonksiyonlar›n Türevleri
• Üstel ve Logaritmik Fonksiyonlar›n Ekonomideki Uygulamalar›

• 1. ünitede verilen üslü say›lar, 4. ünitede verilen fonksiyon ve ters
fonksiyon, 6. ünitede verilen türev kurallar› konular› tekrar gözden
geçirilmelidir.

• Örnekler iyice incelenmelidir.
• Al›flt›rmalar çözülmelidir.

Girifl
500 milyon TL %62 y›ll›k faiz oran›yla 1 er ayl›k zaman dilimleriyle bankaya ya-
t›r›ld›¤›nda, y›l sonundaki banka hesap tutar› ne olur?

Türkiyenin nüfusu 2000 y›l›nda yaklafl›k 65 milyon ve ortalama y›ll›k nüfus
art›fl yüzdesi %2 olarak belirlenmiflse 2025 y›l›nda Türkiye'nin nüfusu ne kadar
olacakt›r?

Daha önceleri, bu türden problemlerle karfl›laflm›fls›n›zd›r. Yukar›da örnekleri
verilen, faiz problemlerini çözmek için uygun biçimde oluflturulan formüllerden
yararlanm›fl olmal›s›n›z. fiimdi ise, bunlar› çözmek için üstel fonksiyon kavra-
m›ndan yararlanaca¤›z.

Üstel fonksiyonlar, matematikte oldu¤u kadar bileflik faiz, nüfus art›fl›, ekono-
mik büyüme konular›ndaki uygulamalar›yla önem kazan›r.
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ÜSTEL FONKS‹YONLAR
Burada, üstel fonksiyonlar› tan›mlayarak özelliklerini ö¤renecek ve grafiklerini çi-
zece¤iz. y = ax fonksiyonunun grafi¤ini  a >1 ve 0 < a < 1  olmak üzere iki du-
rumda inceleyece¤iz.

4. Ünitede f (x) = x2,  g (x) = x3,  h(x) = gibi kuvvet fonksiyon-
lar›n› inceledik.

Bu fonksiyonlarda taban de¤iflken üs sabittir. Bu ünitede de  2x , 3x , gibi
taban› sabit üssü de¤iflken fonksiyonlar› inceleyece¤iz.

a > 0  ,  a ≠ 1   bir gerçel say› olmak üzere

f : R Æ R+ ,   f (x) = ax

fonksiyonuna bir üstel fonksiyon ve a say›s›na da bu üstel fonksiyonun taban›
denir.

I) y = ax üstel fonksiyonunda a taban› pozitiftir. Çünkü fonksiyon, f (x) = (-2)x

gibi bir kural ile tan›mlan›rsa için fonksiyonun de¤eri,

tan›ms›z olur. Bu nedenle üstel fonksiyonlarda taban

daima pozitiftir.
II) y = ax üstel fonksiyonunda  a ≠ 1  d›r. Çünkü  a = 1  al›n›rsa her  x gerçel

say›s› için   1x = 1  oldu¤undan  fonksiyon  sabit  fonksiyon  olur. Bu yüzden
a taban›  a > 0 , a ≠ 1  olarak al›nm›flt›r. Örne¤in:

birer üstel fonksiyondur.
III) a , b pozitif say›lar  x , y gerçel say›lar olmak üzere, üslü çokluklar›n özellik-

lerinde oldu¤u gibi üstel fonksiyonlar içinde afla¤›daki özellikler s›ralanabilir:

fleklinde tan›mlan›r.

f (x) = 5x üstel fonksiyonunun için ald›¤›
de¤erleri bulal›m:

 f (-1) = 5-1 = 1
5

 
 f (0) = 50 = 1
 
 f  1

2
 = 51/2 = 5 @ 2,236

 
 f  2  = 5 2 @ 9,672

x  = -1 , x  = 0 , x  = 1
2
 , x  = 2 

• a 0 = 1                    • a x  . a y  = a x +y           • a x

a y 
 = ax -y

 
• a x y = a xy               • ab  x = a xb x                • a

b

x
 = a x

b x

 
• a -x = 1

a x
 

 f x  = 2x  , g (x ) = 1
3

x
  ,  h(x ) = 1000 x  , u (x ) = 1

25

x
 

 f 1
2

 = -2 1/2 = -2 

 x = 1
2
 

1
3

x

x
3

  = x
1
3 
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a > 0,  a π 1  bir gerçel say› olmak
üzere R den R+ ya tan›mlanan 
f(x) = ax fonksiyonuna üstel
fonksiyon denir.
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ÜSTEL FONKS‹YONLARIN GRAF‹⁄‹
Bir fonksiyonun grafi¤i çizilirken, tan›m kümesindeki bir x de¤eri fonksiyonda
yerine konularak karfl›l›k gelen y de¤eri bulunur. Sonra, (x, y) noktas› düzlemde
belirlenir. Düzlemdeki bu tür noktalar birlefltirilerek fonksiyonun grafi¤i elde
edilir.
• fiimdi üstel fonksiyonun özelliklerini elde etmek için baz› fonksiyonlar›n gra-

fiklerini, noktasal olarak çizelim. Fonksiyonun noktasal grafi¤ini çizmek için
x’e  baz› de¤erler vererek bu  de¤erlerin fonksiyon alt›ndaki görüntülerini ya-
ni y de¤erlerini bulal›m. Daha sonrada bulunan (x, y) ikililerine düzlemde
karfl›l›k gelen noktalar› belirleyelim.

y = f (x) = 3x fonksiyonunun grafi¤ini çizelim.

Buna göre,

ikilileri düzlemde belirtilerek y = 3x fonksiyonunun grafi¤i elde edilir.

fiimdi de fonksiyonunun grafi¤ini çizelim:y = 1
3

x
 

 -3 , 1
27

 , -2 , 1
9

 , -1 , 1
3

 , 0 , 1  , 1 , 3  , 2 , 9  , 3 , 27  
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Ö R N E K  2

3x -3 -2 -1 0 1 2

f(x) = 3x 3-3 = 1
27

3-2 = 1
9

3-1 = 1
3

30 = 1      3 32 = 9 3  = 27

1
1/3

1/27
1/9

Şekil 8.1
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x - 3 - 2 - 1 0 1 3

f(x) = 1
3

x
 1

3

-3
 = 27

-21
3

 = 9 1
3

-1
 = 3 1

3

0
 = 1 1

3
1
27

2

9
 121

3
 =

31
3

 =

-3 -2 -1 0 1 2 3

3

y

x

y = 3x



Buna göre,

ikilileri düzlemde belirtilerek fonksiyonunun grafi¤i elde edilir.

Bu iki örne¤e göre, y = 3x fonksiyonunun grafi¤i y = ax , a > 1 fonksiyonu-

nun grafi¤inin ve fonksiyonunun grafi¤i de y = ax , 0 < a < 1 fonksiyo-

nunun grafi¤inin tipik birer örne¤idir. Buna göre,
(i) a > 1   oldu¤unda   y = ax fonksiyonunun grafi¤i:

(ii) 0 < a < 1   oldu¤unda   y = ax fonksiyonunun grafi¤i:

 y = 1
3

x
 

y = 1
3

x
 

-3 , 27  , -2 , 9  , -1 , 3  , 0 , 1  , 1 , 1
3

 , 2 , 1
9

 , 3 , 1
27
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-3 -2 -1 0 1 2 3

3

y

x

1

9 y =  1
3
 
x
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y

x

a

1

y = ax 

a > 1

x

y

1
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y = ax 

0 < a < 1
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ve fonksiyonlar›n›n grafiklerini de siz çiziniz.

Üstel Fonksiyonlar›n Temel Özellikleri
I) y = ax üstel fonksiyonu her  x de¤eri için  ax > 0  d›r. Yani fonksiyonun ta-

n›m kümesi  (-•, •) için de¤er kümesi  (0 , •)  dur. Böylece  fonksiyonun
grafi¤i daima   x - ekseninin üst bölgesinde kal›r.

II) y = ax üstel fonksiyonunda;

x = 0  için  a0 = 1

olur. Bu nedenle fonksiyonun grafi¤i daima  (0, 1)  noktas›ndan geçer.
III) y = ax üstel fonksiyonunda;

0 < a < 1 iken x1 < x2 için ax1 > ax2 oldu¤undan fonksiyon daima azaland›r.
a > 1 iken   x1 < x2 için  ax1 < ax2 oldu¤undan fonksiyon daima artand›r.

Buna göre,  y = ax üstel fonksiyonu  x1 π x2 için  ax1 ≠ ax2 oldu¤undan
bire-birdir.

IV) y = ax üstel fonksiyonunda;

a = e al›n›rsa  y = ex

üstel fonksiyonu elde edilir. Buradaki  e say›s›  irrasyonel  bir  say›  olup
yaklafl›k  de¤eri e @ 2,71828...  dir. Bu say›n›n taban olarak al›nmas› matema-
tiksel aç›dan anlaml›d›r. Bu fonksiyona eksponansiyel fonksiyon da denir ve

exp (x) = ex

ile gösterilir.

y = ex fonksiyonunun grafi¤ini çizelim.

Buna göre, ikilileri düzlem-

de belirtilerek y = ex fonksiyonunun grafi¤i elde edilir.

 (-1 , 0.37) , - 1
2
 , 0.61  , (0 , 1) ,  1

2
 , 1.65  , (1 , 2.71)

y = 1
2

x
  y = 2x 
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S I R A  S ‹ Z D E  1

Bir fonksiyonda x1 < x2 için 
f(x1) > f(x2)  ise fonksiyon azalan
x1 < x2 için  f(x1) < f(x2)  ise
fonksiyon artand›r.

Ö R N E K  4

x

f(x) = e
x

-1 -1/2 0 1/2

e-1  = 1
e  0.37 e

-1/2
 = 1 @  0.61 e0  = 1 e1/2  = e  1.65     e  2.71

1

e
@@ @

Şekil 8.5

1
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0.37

1.65
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LOGAR‹TM‹K FONKS‹YON
Burada, logaritma fonksiyonunu tan›mlayarak, üslü ve logaritmik ifadeler aras›n-
daki iliflkiyi ö¤renece¤iz.

f : R Æ R+ , f (x) = ax ,  a > 0  ,  a ≠ 1   üstel fonksiyonu bire-bir ve örten
oldu¤undan ters fonksiyonu vard›r. Bu ters fonksiyona logaritma fonksiyonu de-
nir. Buna göre logaritma fonksiyonu,

loga :  R+ Æ R  ,   f(x) = logax veya   y = logax

olarak gösterilir ve  "a taban›na göre logaritma  x" olarak okunur.
Logaritma fonksiyonunun tan›m›na göre,

y = logax ¤ x =ay

olur. Burada pozitif bir  x say›s›n›n  a taban›na göre logaritmas›, x 'i bulmak için
a say›s›n›n yükseltilmesi gereken kuvvetini ifade eder. Örne¤in,  log39  say›s›, 9
say›s›n› bulmak için 3 say›s›n›n yükseltilmesi gereken kuvvetini ifade eder. Bu
say› da 2 dir.

Afla¤›daki üslü ifadeleri logaritma biçiminde yazal›m.

(i) 24 = 16   için   log216 = 4

(ii) 34 = 81   için   log381 = 4

(iii)

(iv)

Afla¤›da verilen logaritmik ifadeleri üslü biçimde yazal›m:

(i) log28 = 3   ise   23 = 8

(ii) log39 = 2   ise   32 = 9

(iii) log101000 = 3   ise   103 = 1000

(iv)

(v) log100,1 = -1   ise   10-1 = 0,1

Afla¤›da tan›mlanan fonksiyonlar›n ters fonksiyonlar›n› bulal›m:

(i) f : R Æ R+ ,  f (x) = y = 3x üstel fonksiyonunun ters fonksiyonu logaritma
fonksiyonudur.

y = 3x ¤ x = log3y

Son eflitlikte  x yerine  y , y yerine  x yazarak

y = log3x

ters fonksiyon bulunur.

log1
2
4 = -2   ise 1

2

 -2
 = 4

1
2

-4
 = 16   için log1

2
 16 = - 4

1
3

4
 = 1

81
    için log1

3
 1
81

 = 4
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(ii)  f : R Æ R+  , üstel fonksiyonunun ters fonksiyonu loga-
ritma fonksiyonudur.

buradan,

Logaritmik Fonksiyonun Grafi¤i
Burada  y = logax fonksiyonunun grafi¤ini  a > 1  ve  0 < a < 1  iken çizece¤iz. 

Bir fonksiyon ile ters fonksiyonun grafiklerinin  y = x do¤rusuna göre simet-
rik oldu¤unu biliyoruz.  y = logax fonksiyonu  y = ax üstel fonksiyonunun ters
fonksiyonu oldu¤undan  y = ax fonksiyonunun grafi¤inin  y = x do¤rusuna gö-
re simetri¤i  y = logax fonksiyonunun grafi¤ini verir. Buna göre,

(i)  a > 1 oldu¤unda  y = logax in grafi¤i

(ii) 0 < a < 1 oldu¤unda y = logax in grafi¤i

y = log 
1
3
x   ters fonksiyonu bulunur.

y = 1
3

 x
 ¤  x = log 

1
3
y 

f (x ) = y = 1
3

 x
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y = ax ve y = logax fonksiyonla-
r›n›n grafikleri  y = x do¤rusuna
göre simetriktir.

y = ax in grafi¤i biliniyorken,  
y = logax in grafi¤ini bulmak için
y = ax in grafi¤inin  y = x do¤ru-
suna göre simetri¤ini al›r›z.

a

0 1 a

1

y

x

y = ax y = x

y = loga
x

0 1

y

x

a

a

1

y = ax
y = x

y = loga
x



y = 2x ve  y = log2x fonksiyonlar›n›n grafiklerini çiziniz.

fiimdi bu grafiklerden yararlanarak  y = logax fonksiyonunun özelliklerini ifade
edelim:
I) Grafiklerden görüldü¤ü gibi  y = logax fonksiyonu  (0 , •)  aral›¤›nda tan›m-

l› oldu¤undan sadece pozitif say›lar›n logaritmalar› vard›r. Negatif say›lar›n ve
s›f›r›n logaritmas› tan›ml› de¤ildir.

II) a > 0 , a ≠ 1  olan her  a say›s› için  a1 = a oldu¤undan   logaa = 1  dir.

Yani her pozitif a say›s›n›n kendi taban›na göre logaritmas› 1 dir. Örne¤in;

log55 = 1  ,  log100100 = 1  ,  

III) a > 0  ,  a ≠ 1   olan her  a say›s› için  a0 = 1  oldu¤undan  loga1 = 0.

Yani her tabana göre 1  say›s›n›n logaritmas›  0  d›r.  Buna göre logaritma
fonksiyonunun grafi¤i  (1 , 0)  noktas›ndan geçer.

IV) a > 1  ise  1  den büyük say›lar›n logaritmalar› pozitif,  1 den küçük say›lar›n
logaritmalar› negatiftir.
0 < a < 1  ise  1  den büyük say›lar›n logaritmalar› negatif, 1 den küçük say›-
lar›n logaritmalar› pozitiftir (Grafikten kontrol ediniz).

V) Üstel fonksiyon bire-bir oldu¤undan bunun ters fonksiyonu olan logaritma
fonksiyonu da bire-bir dir. Yani  x1 ≠ x2 için  logax1 ≠ logax2 dir.

Logaritma ifllemlerine geçmeden önce logaritma için uygun bir taban seçme
problemine de¤inelim: Logaritma, say›sal hesaplamalarda büyük kolayl›k sa¤lar.
Çünkü üslü ve köklü çokluklarda, say›lar›n kesirli veya irrasyonel olmas› duru-
munda ifllem yapmak kolay de¤ildir. Böyle ifllemlerin h›zl› ve do¤ru yap›lmas›n-
da logaritma önem tafl›r. Toplama iflleminin çarpmaya göre ve çarpma iflleminin
üs alma ifllemine göre daha kolay oldu¤u bilinir. Logaritmada temel ilke budur.
Günümüzde say›lar›n logaritmalar›n›n hesaplanmas›nda 10 taban›na göre haz›r-
lanm›fl hesap cetvelleri veya elektronik hesap makinalar› kullan›l›r. Asl›nda 1 den
farkl› her pozitif say› logaritmada taban olabilir. Taban› 10 olan logaritmaya baya-
¤› logaritma denir ve k›saca  log10 = log  ile gösterilir. Kulland›¤›m›z say› siste-
minin  10  luk sistem olmas› nedeniyle  10  taban›na göre logaritma kullan›lmas›
yap›lan ifllemleri kolaylaflt›r›r.  10  taban›na göre logaritman›n kullan›fll› olmas›na
karfl›n yaklafl›k de¤eri  2,71828...  olan ve  e  ile gösterilen say›n›n taban olarak
kullan›lmas› matematiksel olarak daha anlaml›d›r. Do¤al say› olmayan bu  e  sa-
y›s›n› taban alan logaritmaya do¤al logaritma denir ve  loge = ln  ile gösterilir.
Buna göre do¤al logaritma fonksiyonu:

ln : R+ Æ R  , f (x) = lnx

dir. Bu fonksiyon  y = ex üstel fonksiyonunun tersidir.

y = lnx ¤ x = ey

O halde,  y = lnx fonksiyonunun grafi¤i   y = ex fonksiyonunun  y = x
do¤rusuna göre simetri¤idir.  y = ex ve  y = lnx fonksiyonlar›n›n grafikleri
afla¤›daki gibidir.

log 
1
7
 1
7
 = 1
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Logaritma, say›sal hesaplarda kolay-
l›k sa¤lar. Toplama çarpmaya göre,
çarpma üs alma ifllemine göre daha
kolay olmas› nedeniyle, logaritma
hesaplamalarda kolayl›k sa¤lar.

S I R A  S ‹ Z D E  2

y = ex fonksiyonunun ters fonksi-
yonu  y = lnx dir.



Logaritman›n Temel Özellikleri
Burada logaritman›n temel özelliklerini ve bu özelliklerle ilgili problem çözümle-
rini ö¤renece¤iz.

x , y , a Œ R+ ,  a ≠ 1   olmak üzere

I) Bir çarp›m›n logaritmas›, çarpanlar›n logaritmalar›n›n toplam›na eflittir.

loga(xy) = logax + logay

Bu eflitli¤i kan›tlayal›m. Bunun için  logax = u ,  logay = v olsun.

x = au ,   y = av olur.
x . y = au . av = au + v logaritman›n tan›m›ndan
loga(x . y) = u + v
loga(x . y) = logax + logay

elde edilir.
II) Bir bölümünün logaritmas›, pay›n logaritmas› ile paydan›n logaritmas›n›n far-

k›na eflittir.

logax = u ,  logay = v olsun.
x = au ,  y = av olur.

elde edilir.

x
y = au

av
 = au-v ,

 
loga xy = u - v ,    logaritman›n tan›m›ndan

 
loga xy = logax  - logay

loga xy = logax  - logay 
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III) Bir kuvvetin logaritmas›, say›n›n logaritmas› ile kuvvetin çarp›m›na eflittir.
(n Œ N).

elde edilir.

IV) Logaritmada taban de¤ifltirme:
Bir say›n›n bir tabana göre logaritmas› biliniyorsa, bu say›n›n herhangi bir ta-
bana göre logaritmas› bulunabilir:
Her  a , b , c Œ R+ ,  a ≠ 1 , b ≠ 1 , c ≠ 1  için

logab . logbc = logac dir.

logab = u ,   logbc = v olsun.

au = b ,   bv = c olur.

(au)v = bv = c

auv = c ,      logaritman›n tan›m›ndan

logac = u . v

logac = logab . logbc (1)

bulunur. Buradan, loga b ≠ 0 oldu¤undan

elde edilir. Bu eflitli¤e taban de¤ifltirme kural› denir.
(1)  eflitli¤inde   c = a al›n›rsa

logaa = logab . logba
1 = logab . logba

elde edilir.

logab = 1
logba

 

logbc  =
logac
logab

 

Özel  olarak n  = -1    ve n  = 1
r
   için  s›ras›yla  (r , pozitif tamsay›)

logax -1  = loga 1x  =  - logax

 
olur.
 

logax  
1
r   = loga x

r
  = 1

r  logax

 
elde edilir.

loga x n = n logax 
 
 
loga x n = loga (x . x ... x )
 
                            n tane
 
= logax  + logax  + ... + logax
 
                   n tane
 
= n logax
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log2781 ifadesinin de¤eri nedir?

ifadesinin logaritmas›n› yaz›n›z.

logaritma kurallar›n› uygulayarak

elde edilir.

ifadesini çarp›m ve bölümün logarit-

mas› biçiminde yaz›n›z.

Logaritman›n temel özellikleri gere¤ince

elde edilir.

f (x) = log3x oldu¤una göre say›s› nedir? 

log32 = a ise  log248 ifadesinin a cinsinden de¤eri nedir?

log248  =
log348
log32

  =
log3 24 . 3

log32
  =

4 log32 + log33
log32

 

 
= 4a + 1

a

f  9
3 

 = log3 9
3 

  = log3 3
2
3  = 2

3
 

f  9
3 

log
x 3 y

4

a 2 . b 3
 

3 logx  + 1
4
 logy  - 2 loga + 3 logb

= log3 + 3 loga + 2 logb - log5 - 1
3
 logc 

log 3
5
 . a 3 b 2

c
3

  = log 3 a 3 b 2

5 c
3

 

3
5
 . a 3 b 2

c
3

 

log2781 =
log381
log327

  =
log33

4

log33
3
  = 4

3
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ifadesinin de¤eri nedir?

ÜSTEL VE LOGAR‹TM‹K FONKS‹YONLARIN 
TÜREVLER‹
Burada üstel ve logaritmik fonksiyonlar›n türevlerini ö¤renecek ve bunlarla ilgili
örnekler göreceksiniz.

I)  y = f (x) = ex için   y ' = f ' (x) = ex dir.

y = (3x + 1) . ex fonksiyonunun türevini bulal›m.

y ' = (3x + 1)' . ex + (3x + 1) . (ex)'
y ' = 3 . ex + (3x + 1) . ex

= (3x + 4) ex

II)  g türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere

y = f (x) = eg (x) için   y ' = f ' (x) = g ' (x) . eg (x) dir.

fonksiyonunun türevini bulunuz.

y = 12e3x fonksiyonunun  x = 0  noktas›ndaki te¤etinin e¤imini
hesaplay›n›z.

Bir fonksiyonun verilen bir noktadaki te¤etinin e¤imi, fonksiyonun o noktadaki
türevinin de¤erine eflit olaca¤›ndan,

y ' = f ' (x) = 12 . 3 . e3x = 36 e3x

f ' (0) = 36 e0 = 36

bulunur.

y ' = x 3 ' ex 3
 = 3x 2 ex 3

 

y = ex 3

log

25
3

 . 9
5
 . 1

4
3
8

  =  log 25
3

 . 9
5
 . 1

4
 . 8

3
  =  log10 = 1

log 25
3

 + log 9
5
 + log 1

4
 - log 3

8
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III) a > 0  ,  a ≠ 1  ,  x Œ R olmak üzere

y = f (x) = ax için   y ' = f ' (x) = ax . lna d›r.

y = 3x fonksiyonunun x = 0 noktas›ndaki türevini bulunuz.

y ' = f ' (x) = 3x ln3

f ' (0) = 30 ln3  = ln3 @ 1,0986

IV) g türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere
y = f (x) = a g (x) için  y ' = f ' (x) = a g (x) g ' (x) lna d›r.

fonksiyonunun türevini bulunuz.

y = f (x) = x2 . 23x fonksiyonu için   f ' (1)   say›s›n› bulunuz.

y ' = f ' (x) = (x2) ' . 23x + x2 . (23x) '
f ' (x) = 2x . 23x + x2 . 3 . 23x . ln 2

f ' (1) = 2 . 23 + 1 . 3 . 23 . ln 2
= 16 + 24 ln 2

V) a > 0  ,  a ≠ 1  , x > 0  olmak üzere

y = f (x)= log3x 'in türevi bulunuz.

olur.

VI) g türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere

y  = f (x ) = loga g (x )   için y ' = f ' (x ) =
(g (x ))'

g (x )
 . logae   d›r.

y ' = f ' (x ) = 1
x . log

3
e

y  = f (x ) = logax   için y ' = f ' (x ) = 1
x . logae   olur.

y ' = f ' (x ) = 3x2 - 3x . x 2 - 3x ' . ln 3 = 3x2 - 3x . 2x - 3  . ln 3
 
= 2x  - 3  . 3x2 - 3x . ln 3

y  = f (x ) = 3x2 - 3x 
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y = f (x)= loga(2x2 + 1) fonksiyonunun türevini bulunuz.

y = f (x) = log3(x2 + 1) fonksiyonunun türevini bulunuz.

y = f (x) = log48x2 fonksiyonunun türevini bulunuz.

VII) y = f (x) = lnx  , x > 0  için  

y = f (x) = x 2lnx , x > 0  fonksiyonu için  f ' (1) say›s›n› bulunuz.

,  x > 0 olmak üzere  f ' (1) say›s›n› bulunuz.

Bölümün türev kural›na göre,

y ' = f ' (x ) =
lnx 2 ' . x + 1  - x + 1 ' . lnx 2

x + 1 2
 

 

 f ' (x ) =
2 . lnx . 1

x  . x + 1  - 1 . ln x 2

x + 1 2
 

 

       f ' (1)  =  0
4
  =  0 

y = f (x ) =
lnx 2

x  + 1
 

y '  = f ' (x ) = x 2 ' . lnx  + x 2 . lnx ' = 2x lnx + x 2 . 1
x  = 2x lnx  + x

 
 f ' (1) = 2 . 1 . ln1 + 1 = 2 . 0 + 1 = 1

y '  = f ' (x ) = 1
x   dir.

y '  = f ' (x ) =
8x 2 '

8x 2
 . log

4
e = 16x

8x 2
 . log

4
e  = 2

x log
4
e

y '  = f ' (x )  =
x 2 + 1 '

x 2 + 1
 . log

3
e  = 2x

x 2 + 1
 . log

3
e

y '  =
2x 2 + 1 '

2x 2 + 1
 . logae  = 4x

2x 2 + 1
 . logae
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VIII)  g türevlenebilir pozitif bir fonksiyon olmak üzere

y = f (x) = ln(g (x))  fonksiyonu için  

y = f (x) = ln (x + 5)3 fonksiyonu için  f ' (1) say›s›n› bulunuz.

bulunur. Burada ln (x + 5)3 ≠ (ln (x + 5))3 oldu¤una dikkat ediniz.

y = f (x) = ln3 (4x2 + 1) fonksiyonunun türevini bulunuz.

y = f (x) = 3 e2x+1 fonksiyonunun ikinci türevini bulunuz.

y ' = f ' (x) = 3 . (2x + 1)' . e2x+1

y ' = f ' (x) = 3 . 2 . e2x+1 = 6 e2x+1

y '' = f '' (x) = 6 . (2x + 1)' . e2x+1

f '' (x) = 6 . 2 . e2x+1 = 12 . e2x+1

y = f (x) = a10x fonksiyonunun ikinci türevini bulunuz.

y ' = f ' (x) = (10x)' . a10x . lna = 10 . a10x . lna

lna sabit oldu¤u için

y '' = f '' (x) = 10 . 10 . a10x . lna . lna

f '' (x) = 100 . a10x . (lna)2

y ' = f ' (x ) =  3 ln2 4x 2 + 1  . 8x
4x 2 + 1

 

              =
24x . ln2 4x 2 + 1

4x 2 + 1
    olur.

y ' = f ' (x ) =
x + 5 3 '

x + 5 3
  =

3 x + 5 2

x + 5 3
  = 3

x + 5

 
 f ' (1) = 3

6
  = 1

2
 

y ' = f ' (x ) =
g' (x )
g (x )

 dir.
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y = f (x) = log36x 'in ikinci türevini bulunuz.

y = f (x) = x lnx in ikinci türevini bulunuz.

Afla¤›daki fonksiyonlar›n türevlerini bulunuz.
1. y = x e-x 6.

2. 7. y = ln (x2 + x + 1)

3. 8.

4. 9. y = ln3 (x2 + 1)

5. 10.

ÜSTEL VE LOGAR‹TM‹K FONKS‹YONLARIN 
EKONOM‹DEK‹ UYGULAMALARI
fiimdi, üstel ve logaritmik fonksiyonlar›n ekonomideki uygulamalar›na örnekler
verece¤iz.

Üstel ve logaritmik fonksiyonlarla bileflik faiz, nüfus art›fl›, ekonomik büyüme
gibi hesaplamalarda karfl›lafl›r›z.

Bileflik faiz,  belli zaman aral›¤›nda gerçekleflen faizin, ana paraya eklenmesiy-
le bulunan tutar›n faizidir.

P0 =  ana  para,   
i =  faiz  oran›
t =  zaman (gün, ay veya  y›l olarak)

Pt =  ana para + faiz (t zaman süresinde)

y = e-x 2
 lnx 2 y = e-x 2

 . 3x 3

y = 32x 2
 

y = a x 2
 . lnx y = ex 3

 + x 2 

y = x 2 + 3  ex 5
 

y = lnx

y ' = f ' (x ) = x ' . lnx  + x . lnx '
 
y ' = f ' (x ) = 1 . lnx  + x . 1

x  =  lnx + 1

 
y '' = f '' (x ) = 1

x 

      y ' = f ' (x ) =
6x '

6x
 . log

3
e  = 1

x 
 log

3
e

 
log

3
e   sabit oldu¤undan

 

      y '' = f '' (x ) = 1
x 

'
 . log

3
e  =  - 1

x 2
 . log

3
e  = -1

x 2ln3
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Pt yi  P0 , i , t cinsinden bulal›m.
1. zaman dilimi sonunda gerçekleflen faiz  P0i olacakt›r. Böylece, 1. zaman di-

limi sonunda banka hesap tutar›

P1 = P0 + P0i = P0 (1+i )

olur.
2. zaman dilimi sonunda gerçekleflen faiz  P1i olacakt›r. Böylece 2. zaman di-

limi sonunda banka hesap tutar›

P2 = P1 + P1i = P1 (1+i )
= P0 (1+i ) (1+i ) = P0 (1+i )2

olur.
3. zaman dilimi sonunda gerçekleflen faiz  P2i dir. Böylece 3. zaman dilimi so-

nunda, banka hesap tutar›

P3 = P2 + P2i = P2 (1+i )
= P0 (1+i )2 (1+i )
= P0 (1+i )3

olur.
Bu flekilde devam edilerek  t zaman dilimi sonunda banka hesap tutar›

Pt = P0 (1+i )t

olur. Buna bileflik faiz (efektif faiz) formülü denir.
Burada,

f : N Æ R ,   f (t ) = P0 (1+i )t

fonksiyonu ortaya ç›kar.  1 + i = a ile gösterirsek

f (t ) = at P0

buradaki  at terimi,  t zaman dilimi sonunda banka hesap tutar›n›n, ana paran›n
kaç kat› oldu¤unu ifade eder.

50 milyon TL  %80  y›ll›k faiz oran›yla  3 er ayl›k zaman dilimleriyle ban-
kaya yat›r›ls›n. 5 y›l sonundaki banka hesap tutar›n› bulunuz. 5 y›l so-
nunda kazan›lan toplam faizi hesaplay›n›z.

t zaman dilimi sonunda banka hesap tutar›

Pt = P0 (1+i )t

dir. Bankaya yat›r›lan para  P0 ve bir zaman diliminde gerçekleflen faiz oran› i
s›ras›yla;

P0 = 50 . 106 TL

i  =
Y›ll›k faiz oran›

Bir y›ldaki zaman dilimi say›s›
  =

0,80
4

  =  0,20
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olur. Burada %80 y›ll›k faiz oran›n›n 0,80 fleklinde yaz›lmas› gerekti¤ine dikkat
ediniz. Bir y›lda  3 er ayl›k 4 zaman dilimi oldu¤una göre, 5 y›ldaki zaman dilimi
say›s›

t = 4 . 5 = 20

dir. Bu durumda 5 y›l sonunda yani, 20 tane 3 er ayl›k zaman dilimi sonunda ban-
kadaki hesap tutar›:

P20 = 50 . 106 (1 + 0,20)20

= 50 . 106 (1,2)20

= 5 . 107 . (38,337) = 1916 . 106 TL

Kazan›lan toplam faiz:

P20 - P0 = 1916 . 106 - 50 . 106

= 1866 . 106 TL 

olur.

Bankaya  yat›r›lan 25 .106 TL, 5 y›lda  bileflik  faiz  uygulanarak 800. 106

TL ye ulafl›yor. Bankan›n uygulad›¤› y›ll›k faiz oran› nedir?

Bileflik faiz formülüne göre,  t zaman dilimi sonunda banka hesap tutar›

Pt = P0 (1+i )t

dir. Burada,

P0 = 25 . 106 ,  t = 5  y›l  ,  Pt = 800 . 106

Buna göre, yukar›daki eflitlikte verilenler yerine konursa,

800 . 106 = 25 . 106 (1+i )5

32 = (1+i )5

25 = (1+i )5

2 = 1+i
i = 1

bulunur. Bu ise y›ll›k faiz oran›n›n  %100 oldu¤unu gösterir.

Y›ll›k  %60  faiz oran›yla 20 . 106 TL, bileflik faizle bankaya yat›r›l›yor. Kaç
y›l sonra bankadaki hesap tutar›  209 . 106 TL ye ulafl›r.

Pt = 209 . 106 ,  P0 = 20 . 106 ,  i = 0.60

de¤erlerini

Pt = P0 (1+i )t

ifadesinde yerine koyal›m.
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bulunur. Buradan  n y›l  say›s›n›  bulmak  için  basit  bir  logaritma  ifllemi  ye-
terli olacakt›r.

Bir bankaya y›ll›k  %80  faizle yat›r›lan bir miktar para bileflik faiz ile 10
y›l sonra  320 . 109 TL  ye ulafl›yor. Bankaya yat›r›lan paray› hesaplay›n›z.

Pt = P0 (1+i )t

ifadesinde verilenleri yerine koyarak,

bulunur. 10 y›l önce bankaya yat›r›lan para yaklafl›k  896  milyon TL dir.

Bir miktar para bankaya y›ll›k %80 faiz oran›yla birer ayl›k zaman dilim-
leri ile yat›r›l›rsa, y›l sonunda gerçekleflecek bileflik faiz oran› nedir?

Bileflik faiz formülüne göre,

bulunur. Y›l sonunda banka hesap tutar›, yat›r›lan paran›n  2,17  kat›na ulaflm›fl-
t›r. O halde yat›r›lan paran›n  1,17 kat› (%117) bileflik faiz oran›d›r.

P t = P 0 1 + i t

 

P 12 = P 0 1 +
0,8
12

12

 
P 12 = P 0 2,17

t = 12  ay olmak üzere i  =
0,8
12

  dir.

320 . 109 = P 0 1 + 0,8 10

 
320 . 109 = P 0 1,8 10

 

P 0 =
32 . 1010

1,8 10
 @  896 . 106  TL

t  =
log 209 - log 20

log 1,6
  =

2,3201 - 1,3010

0,2041
 @  5 y›l

209 . 106 = 20 . 106 1+0,6 t  
 
        209 = 20 1,6 t  
 
 209

20
 = 1,6 t  
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Üstel ve logaritmik fonksiyonlar›n di¤er bir uygulamas› da nüfus art›fl›n›n he-
sab›d›r. Bununda bileflik faiz hesab›ndan bir fark› yoktur. Belli bir zaman bafllan-
g›c›nda nüfus N0 , nüfus art›fl yüzdesi  i olsun.  t zaman dilimi sonunda ulafl›lan
nüfus yani,  bafllang›çtaki nüfus + nüfus art›fl›,  N (t )  olsun. Bileflik faiz hesab›n-
daki formülü yeni duruma dönüfltürürsek

N (t ) = N0 (1+i )t

olur.

Dünya nüfusu 1975 y›l›nda yaklafl›k 4 milyar ve ortalama y›ll›k nüfus ar-
t›fl yüzdesi %2 ise 2010 y›l›nda dünya nüfusu ne kadar olacakt›r?

N (t ) = N0 (1+i )t

ba¤›nt›s›nda

N0 = 4 . 109 ,  i = 0,02    t = 2010 - 1975 = 35 y›l

olup, buna göre

N (t ) = 4 . 109 (1+0,02)35

N (t ) = 4 . 109 (1,02)35

@ 4 . 109 . 2
= 8 . 109

olur. Yani 2010 y›l›nda dünya nüfusu yaklafl›k 8 milyara ulaflacakt›r.

Türkiye'nin nüfusu 1998'de  60 . 106 olarak al›n›rsa kaç y›l sonra nüfus
iki kat›na ç›kacakt›r? Ortalama nüfus art›fl yüzdesini  0,02  olarak al›n›z.

N (t ) = N0 (1+i )t

ba¤›nt›s›nda

N (t ) = 120 . 106 ,  N0 = 60 . 106 ,  i = 0,02

de¤erlerini yerine koyarak,

120 . 106 = 60 . 106 (1+0,02)t

2 = (1,02)t 

olur. Her iki taraf›n logaritmas› al›n›rsa,

O halde Türkiyenin nüfusu 35 y›l sonra 2033 y›l›nda 120 milyon olacakt›r.

log 2 = t . log 1,02
 

t  =
log 2

log 1,02
 @ 35  y›l
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Kendimizi S›nayal›m
1.

a. 3e
b. 3e-1

c.

d.

e. -3
2. f (x) = x ex ise  f ' (0) de¤eri nedir?

a. -1
b. 0
c. 1
d. e
e. e2

3. f (x) = (x2 + 1)e-x ise  f ' (0) de¤eri nedir?
a. -1
b. 0
c. 1
d. e
e. 1 + e

4. 

5. f (x) = x lnx fonksiyonun  x = e  noktas›ndaki te¤e-
tinin e¤imi afla¤›dakilerden hangisidir?

a. 1 + e
b. 2
c. 1
d. 0
e. -e

6. fonksiyonunun ikinci türevi afla¤›da-
kilerden hangisidir? 

7. f (x) = ex +lnx ise  f '' (1)  de¤eri nedir?
a. e + 1
b. e
c. e - 1
d. 0
e. -1

8.
a. 0
b. 1/2
c. 1
d. 2
e. e

9. f (x) = ax . ex ise  f ' (0)  de¤eri nedir?
a. lna
b. ex lna
c. lna + ex

d. 1 + lna
e. e

10. 75 milyon TL %75 y›ll›k faiz oran›yla 3'er ayl›k zaman
dilimleriyle bankaya yat›r›l›yor.Buna göre 1. y›l sonunda-
ki banka hesap tutar› kaç milyon TL'dir.

a. 200
b. 158
c. 149
d. 140
e. 138

11.Bileflik faiz oran›yla bankaya yat›r›lan 49 milyon TL 2
y›l sonunda 81 milyon TL ye ulaflt›¤›na göre bankan›n uy-
gulad›¤› y›ll›k faiz oran› yaklafl›k olarak nedir?

a. 15
b. 10
c. 28
d. 300
e. 375

12. %95 bileflik faiz oran›yla bankaya yat›r›lan bir miktar
para 5 y›l sonunda 400 milyon TL'ye ulaflt›¤›na göre yat›-
r›lan para kaç milyon TL'dir.

a. 10
b. 12
c. 14
d. 20
e. 45

13. Türkiye'nin nüfusu 1995 y›l›nda yaklafl›k 60 milyon
ve ortalama y›ll›k nüfus art›fl yüzdesi % 2 ise, 2025 y›l›n-
da Türkiye'nin nüfusu yaklafl›k kaç milyon olur?

a.  250
b. 108
c. 100
d. 97
e. 85

 f (x ) = ex    ise f ' (0 )  de¤eri nedir?

a. 5 ex 2 + x 
b. 5 ex 2 + x 4x 2 + 4x + 3  

c. ex 2 + x . 2x + 1  2 

d. ex 2 + x 4x 2 + 2x + 1  

e. 5 ex 2 + x . 2x + 1 2 

 f (x ) = 5 ex 2 + x 

a. -1
6

 e2

b. e2

4

c. e3

4

d. -1
4

e. e3

 f (x ) = e x
 

   ise f ' (4 )  de¤eri nedir?

-3
e

1
3e

 

 f (x ) = e-x 3   ise f '  (1) de¤eri nedir?
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