Ustel ve Logaritmik
Fonksiyonlar

Amaglar

Bu tiniteyi calistiktan sonra;

@ Y= a* seklindeki iistel fonksiyon kavramini ve iistel fonksiyonlarin dzellikle-
rini 6grenecek, grafiklerini cizecek,

@ y=aX iistel fonksiyonun ters fonksiyonu olan y =log,x logaritmik fonksi-
yon kavramini ve logaritmik fonksiyonlarin ozelliklerini égrenecek, grafikle-
rini cizecek,

@ logaritmanmin temel ozelliklerini ogrenecek,

@ iistel ve logaritmik fonksiyonlarin tiirevlerini 6grenecek,

@ tstel ve logaritmik fonksiyonlarin wygulamalar: olarak bilesik faiz, niifus
artist, ekonomik biiyrime besaplart yapabileceksiniz.
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e Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlarin Ekonomideki Uygulamalar

e 1. izinitede verilen iislii sayilar, 4. iinitede verilen fonksiyon ve ters
SJonksiyon, 6. iinitede verilen tiirev kurallar: konular: tekrar gozden
gecirilmelidir.

e Ornekler iyice incelenmelidir.

e Ahstirmalar ¢coziilmelidir.

Giris
500 milyon TL %62 yillik faiz oranvyla 1 er aylik zaman dilimleriyle bankaya ya-
trildiginda, yil sonundaki banka besap tutari ne olur?

Tiirkiyenin niifusu 2000 yilinda yaklasik 65 milyon ve ortalama yillik niifus
artis yiizdesi %2 olarak belirlenmisse 2025 yihinda Tiirkiye'nin niifusu ne kadar
olacaktir?

Dabha onceleri, bu tiirden problemlerle karsilasmissinizdir. Yukarida érnekleri
verilen, faiz problemlerini ¢ozmek icin uygun bicimde olusturulan formiillerden
yararlanmis olmalisiniz. Simdi ise, bunlar: ¢ézmek icin tistel fonksiyon kavra-
mindan yararlanacagiz.

Ustel fonksiyonlar, matematikte oldugu kadar bilesik faiz, niifus artisi, ekono-
mik biiytime konularindaki uwygulamalariyla énem kazanir.
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USTEL FONKSiYONLAR
Burada, ustel fonksiyonlart tanimlayarak 6zelliklerini 6grenecek ve grafiklerini ¢i-
zecegiz. y = a* fonksiyonunun grafigini a@>1 ve 0 < a <1 olmak tzere iki du-
rumda inceleyecegiz. .

4. Unitede f(x) = &2, g(x) = 25, h(x) = 3\/; = x3 gibi kuvvet fonksiyon-
larint inceledik. N

Bu fonksiyonlarda taban degisken ts sabittir. Bu tnitede de 2%, 3% (l) gibi
tabani sabit tssti degisken fonksiyonlari inceleyecegiz. 3

a>0 , a#1 bir gercel say1 olmak tizere

R >R | f(x=a¥

fonksiyonuna bir tistel fonksiyon ve a sayisina da bu ustel fonksiyonun tabani

denir.

D y= a* ustel fonksiyonunda a tabani pozitiftir. Ctinkt fonksiyon, f(x) = (-2)*
gibi bir kural ile tanumlanirsa x=1§ icin fonksiyonun degeri,
f (1?) =(-2)2 =y-2 tanimsiz olur. Bu nedenle iistel fonksiyonlarda taban
daima pozitiftir.

ID y= a* ustel fonksiyonunda a# 1 dir. Cinkii @ =1 almirsa her x gercel

sayist icin - 1¥ =1 oldugundan fonksiyon sabit fonksiyon olur. Bu ylizden
a tabant a> 0, a# 1 olarak alinmistir. Ornegin:

_ X _ (1) _ X _[1)°
Jx)=2", go=|5] . hv) (1000)° , u(x) 5
birer tstel fonksiyondur.

D a, b pozitif sayilar x, y gercel sayilar olmak tzere, tsli cokluklarin 6zellik-
lerinde oldugu gibi tistel fonksiyonlar icinde asagidaki ozellikler siralanabilir:

e aV=1 e X gV =qgXty .ﬂ:ax—y
a’y
x
o (ay =a¥ o (ab)* = a*b™ .(2)’“:“_
(et b
L] a_x=L
ax

seklinde tanimlanir.

a>0, a#1 bir gercel sayl olmak
lizere IR den IR* ya tanimlanan
f(x) = a* fonksiyonuna iistel
fonksiyon denir.

X) = tistel fonksiyonunun X =-1,x =0, X ==, X = icin aldig:
() = 5% iistel fonksiy L, x=0,x =1, x=V2 icin aldig
degerleri bulalim:

1=5t=1
JSED =5 5

f=5"=1
s (3 =52 =15 = 2236
P

F(W2)=5"=29672
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USTEL FONKSIiYONLARIN GRAFIGi

Bir fonksiyonun grafigi cizilirken, tanim kiimesindeki bir x degeri fonksiyonda

yerine konularak karsilik gelen y degeri bulunur. Sonra, (x, ») noktas: diizlemde

belirlenir. Diizlemdeki bu tir noktalar birlestirilerek fonksiyonun grafigi elde
edilir.

e Simdi tstel fonksiyonun ¢zelliklerini elde etmek icin bazi fonksiyonlarin gra-
fiklerini, noktasal olarak cizelim. Fonksiyonun noktasal grafigini cizmek icin
x'e bazt degerler vererek bu degerlerin fonksiyon altindaki gortintilerini ya-
ni y degerlerini bulalim. Daha sonrada bulunan (x, ») ikililerine dizlemde
karsilik gelen noktalart belirleyelim.

y=f(x) = 3% fonksiyonunun grafigini cizelim.

5 3 2 -l 0 ! 2 3

fog= 3 33=1L 32=1 311 30 3 32=9 3 =27
27 9 3

Buna gore,

(—3,%),(-2,15),(-1,13),(0,1),(1,3),(2,9),(3,27)

ikilileri diizlemde belirtilerek y = 3% fonksiyonunun grafigi elde edilir.

( 3

X
Simdi de y= (13) Jonksiyonunun grafigini cizelim:
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Buna gore,
(3,27),(2,9),(1,3),(0,1), (1%) (2, é) (3, %)
ikilileri diizlemde belirtilerek y = (%)x fonksiyonunun grafigi elde edilir.
s , 2
T — :
—————— L3

Bu iki 6rnege gore, y = 3¥ fonksiyonunun grafigi y = a¥, a > 1 fonksiyonu-
X
nun grafiginin ve = i fonksiyonunun grafigi de y = a*, 0 < a < 1 fonksiyo-

3

nunun grafiginin tipik birer 6rnegidir. Buna gore,
(i) a>1 oldugunda y=a* fonksiyonunun grafigi:

s

(i) 0<a<1 oldugunda yp=a* fonksiyonunun grafigi:

( )

y=a
O0<a<|

X

- Sekil 8.4
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=

Bir fonksiyonda x; < x, igin

flx4) > flx,) ise fonksiyon azalan
X1 < Xy icin f(xq) < flxy) ise
fonksiyon artandir.

X
y=2% ve y= (15) SJonksiyonlarinin grafiklerini de siz ciziniz.

Ustel Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri

Dy = a* ustel fonksiyonu her x degeri icin @*> 0 dir. Yani fonksiyonun ta-
nim kiimesi (-e0, o) icin deger kiimesi (0 , e) dur. Boylece fonksiyonun
grafigi daima x - ekseninin st bolgesinde kalir.

ID y=a* ustel fonksiyonunda;
x=0 icin a®=1

olur. Bu nedenle fonksiyonun grafigi daima (0, 1) noktasindan gecer.
1D y = a* ustel fonksiyonunda;

0<a<1 iken x; <x, icin a* > a*2 oldugundan fonksiyon daima azalandir.
a>1liken x <x, icin a* < a2 oldugundan fonksiyon daima artandir.

Buna gore, y = a* ustel fonksiyonu x; # x, icin a* # a*2 oldugundan
bire-birdir.
IV) y=a* ustel fonksiyonunda;

a=e alinirsa y=¢e¥

ustel fonksiyonu elde edilir. Buradaki e sayist irrasyonel bir sayt olup
yaklasik degeri e = 2,71828... dir. Bu sayinin taban olarak alinmast matema-
tiksel acidan anlamlidir. Bu fonksiyona eksponansiyel fonksiyon da denir ve

exp (x) = e¥

ile gosterilir.

y =& fonksiyonunun grafigini cizelim.

X -1 -1/2 0 1/2 |

- -1/
fg=e e =l=037 &% =1 206 =1 2 =ye=165 e=27I

Ve

Buna gore, (-1, 0.37), (— 15 ] 0.61) O, D ,( 15, 1.65) , (1,271 ikilileri diizlem-
de belirtilerek y = e¥ fonksiyonunun grafigi elde edilir.

s
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LOGARITMIK FONKSIYON
Burada, logaritma fonksiyonunu tanimlayarak, tsli ve logaritmik ifadeler arasin-
daki iliskiyi 6grenecegiz.

SRR | fo=aX, a>0 , a#1 ustel fonksiyonu bire-bir ve orten
oldugundan ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona logaritma fonksiyonu de-
nir. Buna gore logaritma fonksiyonu,

loga: R* >R , f(x) =log,x veya vy =log,x

olarak gosterilir ve "a tabanina gore logaritma x" olarak okunur.
Logaritma fonksiyonunun tanimina gore,

y=log,x & x=a’

olur. Burada pozitif bir x sayisinin a tabanina gore logaritmasi, x'i bulmak icin
a sayisinin yiikseltilmesi gereken kuvvetini ifade eder. Ornegin, logz9 sayisi, 9
sayisini bulmak icin 3 sayisinin yiikseltilmesi gereken kuvvetini ifade eder. Bu
say1 da 2 dir.

|
Asagdaki iislii ifadeleri logaritma biciminde yazalim. m

() 24=16 icin log,16 =4
(D 3%=81 icin logs8l =4

4
Lo [ 1 N 1
1y - 1 =4
(iii) ( 3) a1 icin og% ar

4
(iv) (%) =16 icin log, 16 = -4
2

Asagida verilen logaritmik ifadeleri iislii bicimde yazalim: m

(D log,8=3 ise 23=8
(i) logz9 =2 ise 32=9
(i) log,q1000 = 3 ise 103 = 1000

i T 1\7?_
(iv) log%/t 2 ise (E) 4

() logyp0,1 =-1 ise 101 =0,1

Asagida tammlanan fonksiyonlarin ters fonksiyonlarint bulalim: m

@® f:R->R | f(o=yp=3% istel fonksiyonunun ters fonksiyonu logaritma
fonksiyonudur.

y=3" & x=logzy

Son esitlikte x yerine y, y yerine x yazarak

y = logsx

ters fonksiyon bulunur.
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y =aX vey =log,x fonksiyonla-
rinin grafikleri y = x dogrusuna
gbre simetriktir.

y = aX in grafigi biliniyorken,

y = loggx in grafigini bulmak icin
y = aX in grafiginin y = x dogru-
suna gore simetrigini aliriz.

X
() f:R - R | flx)=y= (13) tistel fonksiyonunun ters fonksiyonu loga-
ritma fonksiyonudur.

1 X
y= (—) < x=logy
3 3

buradan,

y=log;x ters fonksiyonu bulunur.
3

Logaritmik Fonksiyonun Grafigi

Burada y=log,x fonksiyonunun grafigini a>1 ve 0<a<1 iken cizecegiz.
Bir fonksiyon ile ters fonksiyonun grafiklerinin y = x dogrusuna gore simet-

rik oldugunu biliyoruz. y = log,x fonksiyonu y = a¥ dustel fonksiyonunun ters

fonksiyonu oldugundan y = a* fonksiyonunun grafiginin y = x dogrusuna go-

re simetrigi y = log,x fonksiyonunun grafigini verir. Buna gore,

(1 a>1oldugunda y=log,x in grafigi

( , i )

~ Sekil 8.6

(i) 0 < a<1oldugunday = log, x in grafigi

y=a "
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=

y=2% ve y=log,x fonksiyonlarinin grafiklerini ¢iziniz.

Simdi bu grafiklerden yararlanarak y = log,x fonksiyonunun o¢zelliklerini ifade

edelim:

D Grafiklerden goruldigt gibi y =log,x fonksiyonu (0, eo) araliginda tanim-
l1 oldugundan sadece pozitif sayilarin logaritmalar: vardir. Negatif sayilarin ve
sifirin logaritmast tanimh degildir.

ID a>0,a#1 olan her a saywsticin al = a oldugundan log,a =1 dir.

Yani her pozitif a sayisinin kendi tabanina gore logaritmas: 1 dir. Ornegin;

logs5 =1 , logpn100 =1 , 10&17 -1
7

D a>0 , a#1 olan her a saywsticin a® =1 oldugundan log,1 = 0.

Yani her tabana gore 1 sayisinin logaritmast 0 dir. Buna gore logaritma
fonksiyonunun grafigi (1, 0) noktasindan gecer.

IV) a>1 ise 1 den buytk sayilarin logaritmalart pozitif, 1 den kiiciik sayilarin
logaritmalart negatiftir.
0<a<1 ise 1 den blylk sayilarin logaritmalar: negatif, 1 den kiiciik sayi-
larin logaritmalart pozitiftir (Grafikten kontrol ediniz).

V) Ustel fonksiyon bire-bir oldugundan bunun ters fonksiyonu olan logaritma
fonksiyonu da bire-bir dir. Yani x; # x, icin log,x; # log,x, dir.

Logaritma islemlerine gecmeden 6nce logaritma icin uygun bir taban se¢cme
problemine deginelim: Logaritma, sayisal hesaplamalarda buytk kolaylik saglar.
Cunku usli ve kokli cokluklarda, sayilarin kesirli veya irrasyonel olmast duru-
munda islem yapmak kolay degildir. Boyle islemlerin hizli ve dogru yapilmasin-

da logaritma 6nem tasir. Toplama isleminin ¢carpmaya gore ve carpma isleminin  Logaritma, sayisal hesaplarda kolay-

is al islemi 5re daha kol lduzu bilini : : lik sadlar. Toplama carpmaya gore,

ts alma islemine gore daha kolay oldugu bilinir. Logaritmada temel ilke budur. ; Lo e e
carpma Us alma islemine gore daha

Glnlimtuzde sayilarin logaritmalarinin hesaplanmasinda 10 tabanina gore hazir-  kolay olmasi nedeniyle, logaritma

lanmis hesap cetvelleri veya elektronik hesap makinalari kullanilir. Aslinda 1 den  hesaplamalarda kolaylik saglar.

farkli her pozitif say1 logaritmada taban olabilir. Tabani 10 olan logaritmaya baya-

g1 logaritma denir ve kisaca log, = log ile gosterilir. Kullandigimiz say1 siste-

minin 10 luk sistem olmasi nedeniyle 10 tabanina gore logaritma kullanilmasi

yapilan islemleri kolaylastirir. 10 tabanina gore logaritmanin kullanishi olmasimna

karsin yaklasik degeri 2,71828... olan ve e ile gosterilen sayinin taban olarak

kullanilmast matematiksel olarak daha anlamlidir. Dogal sayt olmayan bu e sa-

yisini taban alan logaritmaya dogal logaritma denir ve log. = In ile gosterilir.

Buna gore dogal logaritma fonksiyonu:

In:R* >R , f(x =Inx

dir. Bu fonksiyon y = eX istel fonksiyonunun tersidir. ’;;nlfxy ff'l‘:iwgir;“”“” ters fonksi-

y=lhx & x=¢

O halde, yp = Inx fonksiyonunun grafigi y = eX fonksiyonunun y = x
dogrusuna gore simetrigidir. y = eX ve y = Inx fonksiyonlarinin grafikleri
asagidaki gibidir.
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y = Inx

- Sekil 8.8

Logaritmanin Temel Ozellikleri
Burada logaritmanin temel 6zelliklerini ve bu 6zelliklerle ilgili problem ¢6ziimle-

rini 6grenecegiz.

x,y,a € R | a#1 olmak tizere

D Bir carpimin logaritmast, ¢carpanlarin logaritmalarinin toplamma esittir.

log,(xy) = log,x + log,»
Bu esitligi kanitlayalim. Bunun i¢in log,x = u , log,y = v olsun.

x=a* |, y=a’ olur

x.y=at.a’=a**? Jogaritmanin tanimimndan
log(x.»)=u+v

log,(x . ) = logx + log,y

elde edilir.

ID Bir boliminiin logaritmasi, payin logaritmast ile paydanin logaritmasinin far-

kina esittir.

log,, j—f = log,x - log,y

log,x=u , log,y= v olsun.
x=a" , y=a’ olur

x_d' _ juv
)
Yo o&
log, j—f =u-v, logaritmanin tanimindan

elde edilir.
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IID Bir kuvvetin logaritmasi, saymin logaritmasi ile kuvvetin carpimina esittir.

(ne IN).

log, x" = nlog,x

log, x" = log, (x.x... x)
—
n tane

=log,x +log,x + ... +log,x
'
n tane

=nlog,x

elde edilir.

Ozel olarak n =-1 ve n =lr icin sirastyla (7, pozitif tamsay1)
log x1 = loga%c = -log,x
olur.

1
log,x " = logarv; = lrlogax

elde edilir.

IV) Logaritmada taban degistirme:
Bir saymnin bir tabana gore logaritmast biliniyorsa, bu sayinin herhangi bir ta-
bana gore logaritmast bulunabilir:
Her a,b,c € R* |, a#1,b#1,c#1 icin

log,b . log,c = log,c dir.

log,b=u , logyc=v olsun.
at=b , b’=c¢ olur.

(a)V = bV = ¢

att = ¢ | logaritmanin tanimindan

log,c=u.v

log,c = log,b . log,c D

bulunur. Buradan, log, b # 0 oldugundan

log,c

logye =
8y log,b

elde edilir. Bu esitlige taban degistirme kurali denir.
(D esitliginde ¢=a alinirsa

log,a = log,b . log,a
1 =log,b . log,a
1
log,a

log,b=

elde edilir.
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ORNEK 8 log,,81 ifadesinin degeri nedir?

logs81 _ loggf‘)4 _ 4

log»781 = =l
il 10g327

logs3’

| ORNEK O 5 atp

5° svj

ifadesinin logaritmasin yaziniz.

log (3. a? bz) “log (3 a’ bz)

Ve sV

logaritma kurallarint uygulayarak

N

= log3 + 3 loga + 2 logh- log5 - 1glogc

elde edilir.

3 logx + %logy - (2 loga+ 3 logb) ifadesini carpim ve boliimiin logavrit-

mast biciminde yaziniz.

Logaritmanin temel 6zellikleri geregince

x3 4\/;

1
18 a?. b

elde edilir.

S = logzx olduguna gére f (%) sayis1 nedir?

f(gv;)=log33\/g = log33§ =2

m logs2 = a ise logy48 ifadesinin a cinsinden degeri nedir?
' 4
logs48 loga(Z . 3) 4 logs2 + logs3
logA8 = 2 2 2
logs logs logs
4a+1

a
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log % + log % + log 12 - log % ifadesinin degeri nedir?

)
N
W [\
[

3 4 _ 25 9 1 8)_ —
log 22 % _ g2 2 1 8) - |5e10=1
Pe Og(s 5 43 T8

Q0 W

USTEL VE LOGARITMiK FONKSIiYONLARIN
TUREVLERI

Burada ustel ve logaritmik fonksiyonlarin tiirevlerini 6grenecek ve bunlarla ilgili

ornekler goreceksiniz.

D y=/f=e¥ icin p’'=["(x)=e" dir.

y=0Bx+1).e* fonksiyonunun tiirevini bulalim.

y' =0Gx+ D eX+ Gx+ . (e
Y =3.eX¥+GBx+ 1. e¥
=QBx+4)ex

1) g tirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere

y=f=e@ icin y'=f"(0)=g" (). et™ dir

= ox? i irevini bul
y=¢e* fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

/= (x3) ex* = 352 &'

y = 12e3*  fonksiyonunun x = 0 noktasindaki tegetinin egimini
besaplayiniz.

Bir fonksiyonun verilen bir noktadaki tegetinin egimi, fonksiyonun o noktadaki
tirevinin degerine esit olacagindan,

y'=fl(x) =12 .3 . €3 =36 e3x
S0 =36 e =36

bulunur.
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I a>0 , a#1 , x € R olmak lzere

y=f(0)=a* icin y’'=f'(x)=a%. lna dir.

m y = 3% fonksiyonunun x = 0 noktasindaki tiirevini bulunuz.

y'=/f'(0)=3"In3
S =3%1n3 =1n3 = 1,0986

IV) g turevlenebilir bir fonksiyon olmak lzere
y=f(0)=a8® icn y'=f"(x)=a8W g'(x)Ina dir.

m y =)= 59‘2 o Jonksiyonunun tiirevini bulunuz.

yi=fra) =37 (x?-3x)  In3=3""% (2x-3).1n3

= (2x-3). 3% In3

m y=f) =a2.23 fonksiyonuicin f'(1) sayisimi bulunuz.

pl=f10) =) " 25+ a2 (23%) !
JSl(x) =2x.23%+ x2 3 ,23% In2

fl()=2.23+1.3.23 . 1In2
=16+241n 2

V) a>0 , a#1 , x>0 olmak lizere

y =flx)=log,x icin y’'=f'(x)= %c log,e olur.

m y = f(0)=logzx 'in tiirevi bulunuz.

I _1
y’—f’(x)—jc. logae

olur.

VD) g tirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere

(gx)’
8g(x)

y =fx)=log, gx) icin yp'=f"(x)= . log,e dir.
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y=f(x0)=log, (252 + 1) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

1 (2x% + 1)/

! ogge = — X loge
(2x% + 1) 2x2 + 1
y=[f(x) =logz(x? + 1) fonksiyonunun tiirevini bulunuz. m
(x? + 1)/ 2x
=Tt = 1 == 1]
yim G0 = S loge = B loge
y=f(x) = log,8x> fonksiyonunun tiirevini bulunuz. m

!
(8x?)
y, T f/(-x)= ? log4e =;xizc. lOg4e = gxlog4e

VID y= f(x) =lnx , x>0 icin y'= f’(x)=%c dir.

y=f() = x%nx , x >0 fonksiyonu icin f'(1) sayisini bulunuz. m
y'=flo= (xz)/. I+t (lnx)/= Doclioe -+ 22 %c = 2xlnx + x

ffH=2.1.In1+1=2.0+1=1

(Inx)? ORNEK 25|

, X >0 olmak iizere f'(1) sayisim bulunuz.

y=flx)=

x +1

Bolumiin tirev kuralina gore,

((nxP) - (oe+ 1) = (a+ 1) (o)

y'=f'x) =
(oc+ 1)?
2 o (1) (e 1)1 (1n
fl(x) =
(ac+ 1)
ey - O _
J'@ AR
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VIID g turevlenebilir pozitif bir fonksiyon olmak tizere

y =/ =In(gx) fonksiyonu icin y'=[f'(x) = g(%)) dir.

y=f() =In(x+ 53 fonksiyonu icin f'(1) sayisint bulunuz.

v+ 5p) _3(x=sP s

(v+5)  (vesp  XFS

y'=fx) =

A mrANE
S 6 2

bulunur. Burada In (x + 5)3 # (In (x + 5))3 olduguna dikkat ediniz.

y=f(x) =1In3 (452 + 1) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Y= fx) = 31n?(4x2 + 1).
4x2 +1

24x. In? (4x2 + 1)
= olur.

4x2% + 1

= f(x) = 3 e2x*1  fonksiyonunun ikinci tiirevini bulunuz.

(0 =3.Qx+ 1D’ e2xtl
()_5 2. e230+1=662x+1
" CQx+ 1D, e2xrl

L2 e2xtl = 12 e2xtl

‘e‘e‘e
"

e
f
="
VA

y=f(x) = al% fonksiyonunun ikinci tiirevini bulunuz.

y'=f"(0=000". al% Ina=10. al%  Ina
Ina sabit oldugu icin

"= f"(x) =10 .10 . al%  Ina . Ina
() =100 . alox  (Ina)?
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v = f(0) = logz6x 'in ikinci tiirevini bulunuz.

/
y /=f/(x) + % ]ogSe = %log3e

logSe sabit oldugundan

!
y = fl"(x) = (%) . logse = - L. logge S
x* x%n3
\ T,
y=f) = xInx in ikinci tiirevini bulunuz. Lm

/

y'=flx)= (x)/ Inx + x. (Inx)

pl=fx)=1.Ilnx + x%c = lnx+1

p = Fr(x) =%€

=
$120E 3

Asagidaki fonksiyonlarin tirevlerini bulunuz.

1. y=xe¥ 6. y=m

2. y=(x2+3)e"’ 7. y=In2+x+ 1D
3. p=ex’ 4 2 8. y=a* . Inx

4 y=3% 9. y=In3(x2+ 1

5. p=ex’ 3 10.  y=e*’ Inx?

USTEL VE LOGARITMIK FONKSiYONLARIN
EKONOMIDEKIi UYGULAMALARI

Simdi, ustel ve logaritmik fonksiyonlarin ekonomideki uygulamalarina 6rnekler
verecegiz.

Ustel ve logaritmik fonksiyonlarla bilesik faiz, niifus artis;, ekonomik biiytime
gibi hesaplamalarda karsilasiriz.

Bilesik faiz, belli zaman araliginda gerceklesen faizin, ana paraya eklenmesiy-
le bulunan tutarin faizidir.

Py, = ana para,
i = faiz orani
! = zaman (gin, ay veya vyil olarak)

P, = ana para + faiz (¢ zaman stiresinde)
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P, yi Py, i,t cinsinden bulalim.
1. zaman dilimi sonunda gerceklesen faiz Pyi olacaktir. Boylece, 1. zaman di-
limi sonunda banka hesap tutari

Pl = PO + P01= PO (1+1)

olur.
2. zaman dilimi sonunda gerceklesen faiz P;i olacaktir. Boylece 2. zaman di-
limi sonunda banka hesap tutari

P2 = Pl + Pll = Pl (1+1)
= Py (1+i) (1+i) = Py (1+i)?

olur.
3. zaman dilimi sonunda gerceklesen faiz P,i dir. Boylece 3. zaman dilimi so-
nunda, banka hesap tutari

Py =Py + Pyi= P, (1+1)
Py (1+)2 (1+1)
= Py (1+i)3

olur.
Bu sekilde devam edilerek ¢ zaman dilimi sonunda banka hesap tutart

P, = Py (A+i)!

olur. Buna bilesik faiz (efektif faiz) formuli denir.
Burada,

SN = R, f)=P A+i)!
fonksiyonu ortaya cikar. 1 + i= a ile gosterirsek

f@)=a P,

buradaki @’ terimi, ¢ zaman dilimi sonunda banka hesap tutarinin, ana paranin
ka¢ kati oldugunu ifade eder.

50 milyon TL %80 yihk faiz oraniyla 3 er aylhik zaman dilimleriyle ban-
kaya yatirisin. 5 yil sonundaki banka besap tutarimi bulunuz. 5 yil so-
nunda kazanilan toplam faizi besaplayiniz.

¢ zaman dilimi sonunda banka hesap tutar

P, = P, (1+i)t
dir. Bankaya yatirilan para P, ve bir zaman diliminde gerceklesen faiz orant i
sirastyla;

Py=50.100 TL

Yillik faiz orant _ 0,80
Bir yildaki zaman dilimi sayist 4
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olur. Burada %80 yillik faiz oraninin 0,80 seklinde yazilmasi gerektigine dikkat
ediniz. Bir yilda 3 er aylik 4 zaman dilimi olduguna gore, 5 yildaki zaman dilimi
sayist

1=4.5=20

dir. Bu durumda 5 yil sonunda yani, 20 tane 3 er aylik zaman dilimi sonunda ban-
kadaki hesap tutari:

Py, =50 . 106 (1 + 0,20)20
=50 . 106 (1,2)20
=5.107 . (38,337) = 1916 . 100 TL

Kazanilan toplam faiz:

Py - Py = 1916 . 10° - 50 . 100
= 1866 . 100 TL

olur.

Bankaya yatwian 25 .10% TIL, 5 yilda bilesik faiz wygulanarak 800. 109 m
TL ye ulasiyor. Bankanmin uyguladig: yillhik faiz orani nedir?

Bilesik faiz formuline gore, ¢ zaman dilimi sonunda banka hesap tutart

P, = Py (1+i)!

dir. Burada,
Py=25.100 | t=5 yil , P,=800.10°
Buna gore, yukaridaki esitlikte verilenler yerine konursa,

800 . 106 = 25 . 106 (1+i)5

32 =(1+i)
25 = (1+i)>
2 = 1+7

i =1

bulunur. Bu ise yillik faiz oraninin %100 oldugunu gosterir.

Yilik %60 faiz oramyla 20. 100 TL, bilesik faizle bankaya yatirihyor. Kag m
yil sonra bankadaki besap tutar: 209 . 10° TL ye ulagur.

P, =209 . 100 | Py=20.100 | i=0.60

degerlerini

Py= Py (1+1)!

ifadesinde yerine koyalim.
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209 . 10° = 20 . 10° (1+0,6)’
209 = 20 (1,6)

209 _ (16)

bulunur. Buradan 7 yil sayisini bulmak icin basit bir logaritma islemi ye-
terli olacaktir.

Il log 209 - log 20 _ 2,3201 - 1,3010 = 5yl
log 1,6 0,2041
m Bir bankaya yilhk %80 faizle yatwrilan bir miktar para bilesik faiz ile 10

yil sonra 320. 109 TL ye ulasiyor. Bankaya yatwilan paray: besaplaymz.

Py = Py (1+i)!

ifadesinde verilenleri yerine koyarak,

320. 107 = Py (1 +0,8)1°

320.10° = Py (1,8)"°

10
Po=22-10" = g96.10° TL
(1,8)1

bulunur. 10 yil énce bankaya yatirilan para yaklasik 896 milyon TL dir.

m Bir miktar para bankaya yilhk %80 faiz oraniyla birer aylik zaman dilim-
leri ile yatirilirsa, yil sonunda gerceklesecek bilesik faiz orani nedir?

’

t=12 ay olmak tzere i = 012 dir.

Bilesik faiz formuliine gore,
Py =Po(1+ 0

08

12
Piy=Pyl1+ 2=
12 O( 12)

P12 = PO 2,17

bulunur. Yil sonunda banka hesap tutar, yatirilan paranin 2,17 katina ulasmis-
tir. O halde yatirillan paranin 1,17 katt (%117) bilesik faiz oranidir.
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Ustel ve logaritmik fonksiyonlarin diger bir uygulamasi da niifus artisinin he-
sabidir. Bununda bilesik faiz hesabindan bir farki yoktur. Belli bir zaman baslan-
gicinda ntfus N, , nifus artis yizdesi i olsun. ¢ zaman dilimi sonunda ulasilan
niifus yani, baslangictaki nifus + niifus artist, N(#) olsun. Bilesik faiz hesabin-
daki formiili yeni duruma dontstirirsek

N = Ny (14!

olur.

Diinya niifusu 1975 yihinda yaklasik 4 milyar ve ortalama yillik niifus ar- RNEK 37
tis yiizdesi %2 ise 2010 yiinda diinya niifusu ne kadar olacaktir?

N() = Ny (140!

bagintisinda

Ny=4.107 , i=0,02 1=2010- 1975 = 35 yil
olup, buna gore

N(t) =4 .10% (1+0,02)35

N(t) =4 .109 (1,02)35
=4.109.2
=8.10°

olur. Yani 2010 yilinda dinya ntfusu yaklasik 8 milyara ulasacaktir.

Tiirkiye'nin niifusu 1998'de 60 . 10° olarak ahmrsa kac yil sonra niifus m
iki katina cikacaktir? Ortalama niifus artis yiizdesini 0,02 olarak alimiz.

N(t) = Ny A+1)!

bagintisinda

N(t)=120.10° , Ny =060.100 | i=0,02
degerlerini yerine koyarak,

120 . 106 = 60 . 100 (1+0,02)
2 = (1,02)

olur. Her iki tarafin logaritmasi alinirsa,
log 2 = t.log 1,02

L log 2

=35 vyl
log 1,02

O halde Turkiyenin niifusu 35 yil sonra 2033 yilinda 120 milyon olacaktir.
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Kendimizi Sinayalim
1. fx) = e ise S (D degeri nedir?
a. 3e
b. 3e'l
1
3e
a3
e. -3
2. f(x) = xe~ ise f'(0) degeri nedir?
a. -1
b. 0
c. 1
d. e
e. e?
3. /(0 = (&2 + De> ise f'(0) degeri nedir?
a. -1
b. 0
c. 1
d. e
e. 1+e
4. f(x) = eﬁ ise f'(4) degeri nedir?

a le
6

C.

b.
e

e
4

—
4 L
4
e &
5. f(0) = xInx fonksiyonun x = e noktasindaki tege-
tinin egimi asagidakilerden hangisidir?

a. 1+e

b. 2

c. 1

d. 0

e. -¢
6. f(x)=5e¥+x fonksiyonunun ikinci tiirevi asagida-
kilerden hangisidir?

a 5e¥’rX

b. 5¢¥° ¥ (4x2 + 4+ 3)

c e’ X (2x+ 1)

d. e *(4x2 + 2x+ 1)

e 5e° % (2x+ 17

1. f(x) = eX +Inx ise f” (1) degeri nedir?

a. e+ 1
b. e
c. e-1
d. 0

e. -1

8. flo= Ve* ise f'0) degeri nedir?
a. 0
b. 1/2
c. 1
d. 2
e. ¢
9.f(x) = a*.eX ise f'(0) degeri nedir?

a. lna
b. e¢¥lna
c. lna + eX

d. 1+Ina

e. ¢
10. 75 milyon TL %75 yillik faiz orantyla 3'er aylik zaman
dilimleriyle bankaya yatiriliyor.Buna gore 1. yil sonunda-
ki banka hesap tutar: ka¢ milyon TL'dir.

a. 200

b. 158

c. 149

d. 140

e. 138
11.Bilesik faiz orantyla bankaya yatirilan 49 milyon TL 2
yil sonunda 81 milyon TL ye ulastigina gore bankanin uy-
guladigi yillik faiz orani yaklasik olarak nedir?

a. 15

b. 10

c. 28

d. 300

e. 375
12. %95 bilesik faiz orantyla bankaya yatirilan bir miktar
para 5 yil sonunda 400 milyon TL'ye ulastigina gore yati-
rilan para ka¢ milyon TL'dir.

a. 10

b. 12

c. 14

d. 20

e. 45
13. Turkiye'nin niifusu 1995 yilinda yaklasik 60 milyon
ve ortalama yillik nifus artis yizdesi % 2 ise, 2025 yilin-
da Turkiye'nin niifusu yaklasik ka¢ milyon olur?

a. 250

b. 108
100
97
85

o ap



