
Belirsiz ‹ntegral 9
Amaçlar
Bu üniteyi çal›flt›ktan sonra;

belirsiz integralin al›n›fl›n›,
belirsiz integralinin ekonomik uygulamalar›n›,
belirsiz integral alma yöntemlerini ö¤reneceksiniz.
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‹çindekiler
• Belirsiz integral tan›m›
• Belirsiz integral hesaplama yöntemleri

• Belirsiz integral ünitesine bafllamadan önce türev ile ilgili üniteleri bir
kere daha gözden geçirmelisiniz.

• Belirsiz integral kavram›n› ve türevle iliflkisini iyice kavrama-
n›z gerekir.

• ‹ntegral alma kurallar› için örnekleri iyi incelemeniz ve bir kere de si-
zin çözmeniz daha uygun olacakt›r.

Girifl
Bir iflletmenin, x üretim miktar›n› göstermek üzere, marjinal maliyet
fonksiyonunun,

MC = x2 + 2x
olarak  belirledi¤ini   varsayal›m. Firman›n  toplam  maliyet  fonksiyonu  nas›l
bulunur?

Yukar›da vermifl oldu¤umuz probleme benzer bir çok iflletme ve ekonomi prob-
leminin çözümünde integral alma kullan›lacakt›r. Bu kitapta verilmemesine
ra¤men,  olaylar›n  zaman  içindeki  de¤iflimini  gösteren  dinamik  modellerin
çözümünde  kullan›lan  Diferansiyel Denklemlerin çözümünde de  integralden
yararlan›l›r.
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BEL‹RS‹Z ‹NTEGRAL TANIMI
Belirsiz integral konusuna girmeden önce bir ekonomi problemini ele alarak, çö-
zümünü inceleyelim.

Bir iflletme, x de¤iflkeni üretim miktar›n› göstermek üzere, marjinal mali-
yet fonksiyonunu,

MC = f (x) = 4x + 4
olarak belirlemifltir. Verilen marjinal maliyet fonksiyonunundan yararla-
narak bu iflletmenin, sabit maliyetler 50 000 TL. olmak üzere, 100 birimlik
üretiminin toplam maliyetini bulunuz.

Türevle ilgili ünitelerde marjinal maliyet fonksiyonunun, toplam maliyet fonksi-
yonunun üretim miktar› olarak olan x de¤iflkenine göre birinci türevi oldu¤u
aç›klanm›flt›. Toplam maliyet fonksiyonu F (x) ise, F (x) in türevi marjinal mali-
yet fonksiyonu olan f (x) olacakt›r. Böylece,

olur. Bu iliflki örnekte verilen verilere uygunal›rsa,

eflitli¤i bulunur. Türevle ilgili verilerden, türevi f (x) = 4x + 4 olan bir F (x) fonk-
siyonu, sabit fark›yla,

F (x) = 2x2 + 4x

olarak bulunur. Türevi  4x + 4 olan fonksiyonlardan baz›lar›, sabitin türevinin s›-
f›r oldu¤u gözönüne al›narak, afla¤›daki flekilde yaz›labilir.

F 1(x) = 2x2 + 4x + 5 , F '1 (x) = 4x + 4
F 2(x) = 2x2 + 4x - 100 , F '2 (x) = 4x + 4

Yukar›daki örneklerde oldu¤u gibi, türevi  4x + 4  olan fonksiyonlar biribirinden
sabitlerle ayr›lmaktad›r. Fonksiyonlardaki sabit yerine genel bir sabit olan c
koyulursa,

F (x) = 2x2 + 4x + c

olur. Toplam maliyet fonksiyonundaki c sabiti, üretimin olmad›¤› durumdaki sa-
bit maliyeti göstermektedir. Örne¤imizdeki toplam maliyet fonksiyonu olan F (x)
de x = 0 olarak al›nd›¤›nda, 

F (0) = c = 50 000

olarak bulunur. Buradan x = 100 birimlik üretim için toplam maliyet,

F (100) = 2 (100)2 + 4.100 + 50 000 = 70 400

olacakt›r.

Vermifl oldu¤umuz örnekteki yöntem genellefltirilerek belirsiz integral tan›m›
afla¤›daki flekilde yap›labilir.

dF (x )
dx

 = 4x + 4

dF (x )
dx

 = F ' (x ) = f (x )
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Belirsiz integral ile maliyet fonksi-
yonlar› aras›nda iliflkiler vard›r. Bu ilifl-
kiler, bizi belirsiz integral tan›m›na
götürecektir.



Bir f (x) fonksiyonu için,

olacak flekilde bir F (x) fonksiyonu varsa, F (x) + c fonksiyonlar›na, f (x) in ters
türevleri veya belirsiz integrali denir ve bu durum,

fleklinde ifade edilir. Bu eflitlik "f (x) fonksiyonunun belirsiz integralinin F (x) + c"
oldu¤unu gösterir.

Burada simgesine integral iflareti, f (x) fonksiyonuna integrant veya integ-

ral alt› denilir. Bu ifadeye belirsiz integral denilmesinin nedeni F (x) + c fonksi-

yonlar›n›n kesin tan›ml› olmay›fl›, bir fonksiyon ailesini göstermesindendir. F (x)

fonksiyonlar›n› biribirinden ay›ran  c sabitine integral sabiti denir. 
‹ntegral tan›m›ndaki dx diferansiyeli integralin hangi de¤iflkene göre al›nd›¤›-

n› göstermektedir. Bununla ilgili olarak afla¤›daki örnekleri inceleyiniz.

TEMEL ‹NTEGRAL KURALLARI 
Bu  k›s›mda  türev  alma  kurallar›ndan  yararlanarak  integral  alma  kurallar›n›
aç›klayaca¤›z.

Yukar›da verilen temel integral formülleri, integral alma sonucu bulunan fonk-
siyonun türevinin integrali al›nacak fonksiyonu verip vermedi¤ine bak›larak do¤-
rulanabilir. fiöyle ki:

f (x ) dx  = F (x ) + c

dF (x )
dx

 = f (x )
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Belirsiz integral, türevi verilen fonk-
siyonlar› bulma ifllemidir. Bu iflleme
ters türev de denir. Türevi eflit fonk-
siyonlar birbirinden integral sabiti
denilen c sabitiyle ayr›l›rlar.

‹ntegral tan›m›ndaki dx diferansiyeli,
integralin hangi de¤iflkene göre
al›naca¤›n› göstermektedir.

Temel integral alma kurallar›n› anla-
yabilmeniz için türev konusuna ye-
niden bakman›z yararl› olacakt›r.

1) adx  = ax  + c

 

2) n ≠ -1  için x ndx  = x n + 1

n + 1
 + c

 
3) n = -1 için x -1dx  = 1

x dx = ln  x  + c  , x ≠ 0

 
4) e xdx = e x + c

 
5) a xdx = a x

lna
 + c , a > 0

3x dx  integrali,  3x  fonksiyonunun x  e göre  integralinin al›naca¤›n› göster-

mektedir.
 
4y 2x dx  integrali, 4y 2x  fonksiyonunun x  e göre  integralinin  al›naca¤›n›

göstermektedir.
 
4y 2x dy   integrali, 4y 2x  fonksiyonunun y  ye göre integralinin al›naca¤›n›

göstermektedir.
 

2t 2y + t + 1 dt  integrali, 2t 2y + t + 1  fonksiyonunun t   ye göre integralinin

al›naca¤›n› göstermektedir.



fiimdi  yukar›da vermifl oldu¤umuz kurallar için birer örnek verelim. Siz de
ikinci taraftaki fonksiyonlar›n türevlerini alarak integrali al›nan fonksiyonlar› verip
vermedi¤ini kontrol ediniz.

Yukar›da verilen temel integral kurallar› türev ile ilgili ünitelerde verilen türev
alma kurallar› yard›m›yle daha da gelifltirilebilir.

Buna göre, f (x) ve g(x) fonksiyonlar›, s›ras›yle F (x) ve G (x) in türevleri olan
fonksiyonlar ise, 

oldu¤undan,

olur. O halde kural olarak, iki fonksiyonunun toplamlar›n›n integrali, bunlar›n ay-
r› ayr› bulunan integralleri toplam›na eflit olaca¤›n› söyleyebiliriz.

Sabitle bir fonksiyonun çarp›m›n›n integrali de, türev kurallar› yard›miyle,
fonksiyonun integrali ile sabitin çarp›m›na eflittir.

fleklinde gösterilir.

k f (x ) dx  = k f (x ) dx

f (x ) + g (x )  dx  = f (x ) dx  + g (x ) dx

f (x ) + g (x )  dx = d F (x ) + G (x )  

 
= F (x ) + G (x ) + c 
 
= f (x )dx + g (x )dx

d
dx

 F (x ) + G (x )   = d
dx

 F (x ) + d
dx

 G (x )  = f (x ) + g (x )
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1) F (x ) = ax + c   ise F ' (x ) = a   olur.
 

2) F (x ) = x n + 1

n + 1
 + c   ise F ' (x ) =

n + 1  x n + 1 - 1

n + 1
 = x n   olur.

 
3) F (x ) = ln  x  + c   ise F ' (x ) = 1

x    olur. x  ≠ 0

 
4) F (x ) = e x + c   ise F ' (x ) = e x   olur.
 
5) F (x ) = a x

lna
 + c ,   ise F ' (x ) = a x

lna
 . lna = a x   olur.

Yandaki do¤rulamalar integralin ters
türev oldu¤unu göstermektedir.

 3dx  = 3x + c x dx  = 2
3
 x x  + c 

 

 x 2dx  = x 3

3
 + c dx

x 3
 = - 1

2x 2
 + c 

 

 x 3dx  = x 4

4
 + c 

dy

y2
 = - 1

y
 + c

 

 2ydy  = y 2 + c 5 xdx  = 5 x

ln5
 + c 

Türev yard›m› ile do¤rulamalar› siz
de yap›n›z.

Birden fazla fonksiyonun toplamla-
r›n›n türevi, bu fonksiyonlar›n ayr›
ayr› bulunan türevleri toplam›na eflit-
tir. Bu kural›n sonucu olarak da, bir-
den çok fonksiyonun toplamlar›n›n
integralini fonksiyonlar›n ayr› ayr›
bulanan integralin taplam›na eflit ol-
du¤u bulunur.

Bir sabitle bir fonksiyonun çarp›m›-
n›n türevi, fonksiyonun türevi ile sa-
bitinin çarp›m›na eflit oldu¤unu ha-
t›rlay›n›z. Verdi¤imiz kural da türev
kural›n›n bir sonucudur.
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Yukar›da verilen kurallar yard›m›yla afla¤›daki integrallerin nas›l al›nd›¤›n›
inceleyiniz.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Temel integral alma kurallar› yard›m›yla afla¤›daki integrallerin nas›l al›nd›¤›n›
inceleyiniz. Bu integrallerde, üstel ve köklü ifadelerin bulundu¤u integrallerin na-
s›l al›naca¤› gösterilmifltir.

Bir iflletmede x üretim miktar›na ba¤l› olarak marjinal maliyet fonksiyonu,
MC(x) = x + 50ex

ve sabit maliyet 250 000 birim ise, toplam maliyet fonksiyonunu bulunuz.

Önce verilen 1. Örnek incelenirse marjinal maliyet fonksiyonunun integralinin
toplam maliyet fonksiyonunu verece¤i görülür. Baflka bir ifadeyle,

TC (x )  = x + 50 e x  dx  = xdx + 50 e xdx  = x 2

2
 + 50 e x + c
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2x 2 - 4x + 6  dx  =  2 x 2dx  - 4 xdx  + 6 dx  = 2x 3

3
 - 2x 2 + 6x + c

 
6x 2 - 2x + 8  dx  =  6 x 2dx  - 2 xdx  + 8 dx  = 2x 3 - x 2 + 8x + c

 

e y + y 2  dy  = e ydy  + y 2dy  = e y +
y 3

3
 + c

 

3t 3 + 2t 2 + 3  dt  = 3 t 3dt  + 2 t 2dt  + 3 dt  = 3t 4

4
 + 2t 3

3
 + 3t + c

 
2 1

x 
 dx  =  2 1

x 
dx  =  2ln  x  + c  = lnx 2 + c

 
x 4 + x - 1

x  dx  = x 4

x  dx  + x
x 

 dx  - 1
x 

 dx

 

                      = x 3dx  + dx  - 1
x 

 dx  = x 4

4
 + x - ln  x  + c

Örnekteki integralleri al›rken, integral
iflleminden önce basitlefltirme ifllem-
lerini yapmak problemlerin çözümü-
nü kolaylaflt›racakt›r.

6.5x - 2ex + x - 1  dx  =  6. 5
x

ln5
 - 2ex + x 2

2
 - x  + c

 

x
3 

 + 1
x  

 dx  = x 1/3 + x -1/2  dx  = 3x 4/3

4
 + 2x 1/2 + c  = 3

4
 x 3 x  + 2 x  + c 

 

x 34
 + x

x
3

 + 2  dx  = x 3/4  dx  + x 2/3 dx  + 2 dx 

                             = 4x 7/4

7
  + 3x 5/3

5
 + 2x  + c

 

                             =  4x x 34
  + 3

5
 x x 23

 + 2x  + c

Bu örneklerde köklerin kuvvet flek-
linde yaz›lmalar› çok önemlidir. ‹n-
tegralleri önce al›n›z ve sonra cevap-
la karfl›laflt›r›n›z.

S I R A  S ‹ Z D E  1

Ö R N E K  2
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olur. Üretim miktar›n›n s›f›r oldu¤u noktadaki maliyetin sabit maliyeti gösterece-
¤ini biliyorsunuz. Buradan,

TC (0) = 50.e0 + c = 250 000  ve 

c = 250 000 - 50 = 249 950   olur. Böylece toplam maliyet fonksiyonu,

olur.

Ekonomide, marjinal maliyet fonksiyonu verildi¤inde toplam maliyet fonksiyo-
nunu bulmada kullan›lan yöntemden, üretim miktar›na ba¤l› olarak verilen marji-
nal kâr fonksiyonundan toplam kâr fonksiyonu bulunabilir. Bunun için afla¤›daki
örne¤i inceleyiniz.

Bir iflletmede x üretim miktar›na ba¤l› olarak marjinal kâr fonksiyonu, 
K ' (x) = 100x - 5000

olarak belirlenmifltir. ‹flletmede üretim yap›lmad›¤›nda zarar 25000 bi-
rim ise, toplam kâr fonksiyonunu bulunuz.

Marjinal kâr fonksiyonunun integrali toplam kâr fonksiyonunu verece¤inden, top-
lam kâr fonksiyonunu,

olur. Üretim yap›lmad›¤›nda, x = 0 olaca¤›ndan,

K (0) = c = -25000 birim  olarak bulunur. Böylece toplam kâr fonksiyonu,

K  (x) = 50x2 - 5000x - 25000

olacakt›r.

Bir iflletmede talep miktar› x birim, üretilen mal›n sat›fl fiyat› p olmak üzere,
talep fonksiyonu,

p = f (x)

olacakt›r. Baflka bir deyimle, bir iflletmenin üretti¤i mallar›n tamam›n› satt›¤› du-
rumda, talep miktar› üretim miktar›na eflit ve mal›n fiyat› da üretim miktar›n›n bir
fonksiyonu olmaktad›r. Bu fonksiyona, yukar›da fonksiyon fleklinde ifade edildi-
¤i gibi, talep fonksiyonu denir.

‹flletmenin toplam gelir fonksiyonu,

R (x) = x.p = x f (x)

olur.
Toplam gelir fonksiyonunun türevi marjinal gelir fonksiyonunu verecektir.

R ' (x) = f (x) + x. f ' (x)

E¤er iflletmenin, x üretim miktar›na ba¤l› olarak, marjinal gelir fonksiyonu bi-
liniyorsa, toplam gelir fonksiyonu, 

R (x ) = R ' (x ) dx

K (x ) = 100x - 5000  dx  = 50x 2 - 5000x  + c

TC (x )  = x 2

2
 + 50 e x +  249 950
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Ekonomide marjinal maliyet fonksi-
yonu verildi¤inde toplam maliyet
fonksiyonunu, marjinal kâr fonksi-
yonu verildi¤inde de toplam kâr
fonksiyonu bulunabilir. Bu hesaplama
yöntemi integral almad›r.

Bu örne¤in çözümünde
Gelir = Fiyat . Miktar
oldu¤u unutulmamal›d›r.

Toplam gelir fonksiyonunun türevi-
nin marjinal gelir fonksiyonu oldu-
¤unu unutmay›n›z. Bu sonuç bir çok
ekonomik problemin çözülmesinde
kullan›l›r.
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olarak  bulunur. Böylece  toplam  gelir  fonksiyonu,  c sabit  geliri göstermek
üzere, 

olarak bulunur.
Yukar›da yap›lan aç›klamalar ile afla¤›daki örnek aras›ndaki iliflkiyi kurunuz.

Bir iflletmenin, x üretim miktar›n› göstermek üzere, marjinal gelir fonksi-
yonu,

R ' (x) = 10 - 2x - x2

ise toplam gelir fonksiyonu ne olur?

Üretim yap›lmad›¤›nda, gelir s›f›r olaca¤› için burada c = 0  olacak ve dolay›s›yle
bu iflletme için toplam gelir fonksiyonu,

olur.

Bir kentin nüfusunun, t y›l olarak zaman› göstermek üzere,

ba¤›nt›s›yle büyüdü¤ü belirlenmifltir. Kentin flu andaki nüfusu 500 000 ki-
fli ise, 4 y›l sonraki nüfusu ne olur?

Kent nüfusunun büyümesini gösteren,

fonksiyonunun integrali al›narak, t y›l sonraki nüfusu, 

fonksiyonu ile belirlenir. t = 4 için, 

olacakt›r.

BEL‹RS‹Z ‹NTEGRAL ALMA YÖNTEMLER‹
Bu kesimde, belirsiz integral hesaplar›nda en çok kullan›lan üç yöntemi tan›taca-
¤›z. Bu yöntemler de¤iflken dönüflümü, k›smi integrasyon ve basit kesirlere ay›r-
ma teknikleri olarak adland›r›l›r.

De¤iflken Dönüflümü ‹le ‹ntegral Alma
De¤iflken dönüflümü ile integral alma yöntemini bir örnek üzerinde aç›klayarak
genellefltirece¤iz.

p (4) = 6000.4 + 6000.4 4 + 500 000 = 572 000

p (t ) = p ' (t ) dt  = 6000t  + 6000t  t  + 500 000

p ' (t ) = 6000 + 9000 t  

p ' (t ) = 6000 + 9000 t  

R (x ) =  10x  - x 2 - x 3

3
 

R (x ) = MRdx  = 10 - 2x  - x 2  dx  = 10x  - 2x 2

2
  - x 3

3
 + c  = 10x  - x 2 - x 3

3
 + c

R ' (x ) dx  = R (x ) + c

Bel i rs iz  ‹ntegral  A lma Yöntemler i194

Ö R N E K  4

Ö R N E K  5



Ç
Ö

Z
Ü

M
Ç

Ö
Z

Ü
M

integralini hesaplay›n›z.

‹ntegrali al›nacak fonksiyondaki (x2 - 1)20 ifadesinin aç›larak integralin al›nmas›
çok uzun ifllemler gerektirmektedir. Bu uzun ifllemleri ortadan kald›rarak integra-
li al›nacak fonksiyonu basitlefltirmek için de¤iflkeni dönüfltürece¤iz.
‹ntegrali al›nacak fonksiyonda (x2 - 1) yerine yeni bir de¤iflken olarak,

u = x2 - 1

de¤iflkenini koyal›m. Dönüflümle verilen fonksiyonunun x e göre türevini alal›m
ve buradan da dx diferansiyelini bulal›m.

Buldu¤umuz bu de¤erleri integrali al›nacak fonksiyonda yerine koyal›m.

Bu örnekte uygulanan de¤iflken dönüflümü ile integral alma yöntemi için afla-
¤›daki genel ilke verilecektir.

• u de¤iflkeni u = g(x) fleklinde seçiniz. Genelde, integrali al›nacak fonksiyon-
daki parantez içerisi, kök içerisi veya bir üs u olarak al›n›r.

•

•

konulursa, içerisinde x de¤iflkeni yerine u de¤iflkenine ba¤l› integrali al›nacak
bir fonksiyon bulunur. E¤er, yap›lan dönüflüm sonucunda içerisinde x
de¤iflkeni bulunan bir fonksiyon bulunursa baflka bir dönüflüm uygulan›r.

• Dönüflüm sonucunda u ya ba¤l› olarak bulunan fonksiyonun integrali u ya
göre al›nacakt›r. Al›nan integralde u yerine u = g (x) de¤eri konulur.

Vermifl oldu¤umuz de¤iflken dönüflümü yöntemi ile al›nacak integral örnekle-
ri verece¤iz.

integralini al›n›z.

‹ntegrali al›nacak fonksiyonda (x3 + 1) ifadesi yerine u de¤iflkeni al›n›rsa,

de¤erleri   bulunur.   Bulunan   de¤erler   integraldeki   fonksiyonda  yerlerine
konulursa,

u = x 3 + 1  , du
dx

 = 3x 2 fi dx = du
3x 2

 

x 3 + 1
10

x 2dx

u = g (x )  ve du
g ' (x )

 = dx  de¤erleri integral  al›nacak  fonksiyonda  yerlerine

du
dx

 = g ' (x ) ve buradan du
g ' (x )

 = dx  diferansiyeli bulunur.

x 2 - 1
20

xdx  = u 20. x . du
2x

  = 1
2
 u 20du

 

= 1
2
 .u

 21

21
 + c  = 1

42
 u 21 + c  = 1

42
 x 2 - 1

21
 + c

du
dx

 = 2x fi  du
2x

 = dx 

x 2 - 1
20

xdx
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Kural incelendi¤inde de¤iflkenin ve
buna  ba¤l› olarak diferansiyelin na-
s›l dönüfltürüldü¤ünü görmek çok
önemlidir Genelde integrali al›nacak
fonksiyondaki parantez içerisi, kök
içerisi veya bir üs u olarak al›n›r.

Çözümde buldu¤unuz integralin U'
ya ba¤l›  olarak al›naca¤›n›  du di-
feransiyeli göstermektedir.

Ö R N E K  7
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sonucu bulunur.

integralini al›n›z.

‹ntegrali al›nacak fonksiyonda parantezin içerisindeki (x2 + 2) ifadesi u olarak
al›nacakt›r.

Bulunan de¤erler integrali al›nacak fonksiyonda yerlerine konulursa,

bulunur.

integralini hesaplay›n›z..

u = x2 + 3  olarak al›nd›¤›nda, 

olur. Bu de¤erler integrali al›nacak fonksiyonda yerlerine konulursa, 

sonucu bulunur.

integralini hesaplay›n›z.

u = 3x + 6  olarak al›n›rsa,

de¤erleri  bulunur. Bulunan  de¤erler  integrali  al›nacak  fonksiyonda  yerlerine
konulursa,

sonucu bulunur.

e 3x+6 dx  = e u . du
3

  = 1
3
 e u + c  = 1

3
 e 3x+6 + c

du
dx

 = 3 fi du
3

 = dx

e 3x + 6. dx 

xdx
x2 + 3

  = x
u
 . du

2x
  = 1

2
 du

u   = 1
2
 ln  u  + c  = 1

2
 ln x 2 + 3  + c

du
dx

 = 2x fi dx = du
2x

 

xdx
x2 + 3

 

xdx

x 2 + 2
4
   = x

u 4
 . du

2x
  = 1

2
 u -4.du

 

= 1
2
 . u -3

-3
 + c  =  - 1

6
 . 1

x 2 + 2
3
 + c 

u = x 2 + 2    , du
dx

 = 2x fi du
2x

 = dx

xdx

x 2 + 2
4
 

x 3 + 1
10

x 2dx  = u 10. x 2. du
3x 2

  = 1
3
 u10 . du  = 1

3
 . u 11

11
 + c 

 
= 1

33
 x 2 + 1

11
 + c
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Bu örnekteki integralin al›nmas›nda
logaritmik fonksiyonun türevinden
yararlan›ld›¤›n› görünüz.
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integralini hesaplay›n›z.

‹ntegrali al›nacak fonksiyonda u = x2 + 2  olarak al›n›rsa,

de¤erleri  bulunur.  Bulunan  de¤erler  integrali  al›nacak  fonksiyonda  yerlerine
konulursa,

sonucu bulunur.

integralini hesaplay›n›z.

u = x2 + 1  al›n›rsa,

de¤erleri bulunur. Bulunanlar integrali al›nacak fonksiyonda yerlerine konulursa,

sonucu bulunur.

integralini hesaplay›n›z.

‹ntegrali al›nacak fonksiyonda  u = 2 + e2x olarak al›n›rsa, 

de¤erleri  bulunur.  Bulunan  de¤erler  integrali  al›nacak  fonksiyonda  yerlerine
konulursa,

sonucu bulunur.

e 2x dx
2 + e 2x

  = e 2x

u  . du
2e 2x

  = 1
2
 ln  u  + c  = 1

2
 ln 2 + e 2x  + c

du
dx

 = 2e 2x fi dx  = du
2e 2x

 

e 2x dx
2 + e 2x

 

e x 2+ 1. xdx   = e u . x . du
2x

  = 1
2
 e u du  = 1

2
 e u + c  = 1

2
 e x 2+ 1 + c

du
dx

 = 2x fi  du
2x

 = dx 

e x 2 + 1. xdx

x . x 2 + 2 dx 
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du
dx

 = 2x fi  du
2x

 = dx 

x. x 2 + 2 dx  = x . u 1/2 . du
2x

  = 1
2
 u 1/2 du  = 1

2
 u

 3/2

3
2

 + c  = 1
3
 u u  + c

= 1
3
 x 2 + 2  x 2 + 2 + c 
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Ö R N E K  1 3



Afla¤›daki integralleri alarak ikinci tarafla karfl›laflt›r›n›z.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

K›smi ‹ntegral Alma Yöntemi
u ve v , x de¤iflkenine ba¤l› ve bu de¤iflkene göre türevlenebilir iki fonksiyon
olsun. Bu iki fonksiyonun çarp›mlar›n›n x e göre türevleri al›n›rsa,

bulunur. Diferansiyelleri kullanarak,

d (uv) = udv + vdu

eflitli¤i bulunur. Bu eflitli¤in her iki taraf›ndaki ifadelerin integralleri al›n›rsa,

veya

eflitli¤i bulunur. Son eflitlikteki terimi yaln›z b›rak›l›rsa, k›smi integral alma

yönteminde kullan›lacak formül bulunur.

Formülde çarp›m fleklinde verilen  udv ifadesindeki çarpanlardan dv olarak

integrali en kolay al›nabilen ve ayn› zamanda integralinin kolayca al›nma-

s›n› sa¤layan fonksiyon seçilmelidir. E¤er, dv olarak seçilen fonksiyon ikinci ta-

raftaki integralin al›nmas›n› kolaylaflt›rm›yorsa, dv olarak di¤er çarpan seçilir.

vdu

udv  = uv  -  vdu

udv

uv = udv  +  vdu

d uv   = udv  +  vdu

d
dx

 u . v   = u . dv
dx

 + v . du
dx
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5x  + 3 2 dx  = 1
15

 5x  + 3 3 + c , u  = 5x  + 3  

 
1 - 2x 5 dx  =  - 1

12
 1 - 2x 6 + c , u  = 1 - 2x

 
3x + 5 dx  = 2

9
 3x + 5  3x + 5 + c , u  = 3x + 5

 
2x dx
x 2 + 5

   =  ln x 2 + 5  + c , u  = x 2 + 5

 
e 8xdx  = 1

8
 e 8x + c , u  = 8x

 
2x . e x 2 - 1 dx  = e x 2 - 1 + c , u  = x 2 - 1

 
2x  + 1  dx

x 2 + x
4

   =  - 1
3 x 2 + x

3
 + c , u  = x 2 + x

 
ln  x  + 1  dx

x  + 1
   = 1

2
 ln  x  + 1   2+ c , u  = ln  x  + 1

Örneklerdeki integralleri al›rken önce
de¤iflkenin nas›l dönüfltürüldü¤üne
dikkat ediniz.

S I R A  S ‹ Z D E  2

u.v fleklinde x e ba¤l›  iki fonksiyo-
nun çarp›mlar›n›n türevinden yarar-
lan›larak

fleklinde belirlenen k›smi integral for-
mülü bulunur.

udv  = uv  - vdu

K›smi integral yöntem uyguanmas›
için dv integrali en kolay  al›nabilen
ve ayn› zamanda,

integralinin kolayca al›nmas›n› sa¤-
layan fonksiyon olarak seçilmelidir.  

vdu
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Afla¤›da verece¤imiz örnekleri dikkatle incelerseniz bu seçimi kolayca yapar
ve integrali hesaplayabilirsiniz.

integralini k›smi integral alma yöntemiyle hesaplay›n›z.

K›smi integral alma yöntemiyle bu integrali almak için önce  x.exdx çarp›m›nda
hangi çarpan›n  u, hangi çarpan›n dv olarak seçilmesi gerekti¤i belirlenmelidir.
Burada  dv = exdx ,  u = x olarak al›n›rsa,

dv = exdx fi v = ex

x = u fi dx =  du

olarak  bulunur. Bulunan  de¤erler  k›smi  integral  alma  formülünde  yerlerine
koyulursa,

bulunur.

integralini k›smi integral alma yöntemiyle hesaplay›n›z.

‹ntegrali al›nacak fonksiyonun çarpanlar›ndan biri olan  lnx fonksiyonunun in-
tegrali kolayl›kla al›namaz. O halde  dv olarak  xdx çarpan› seçilirse,

de¤erleri  bulunur. Bulunan de¤erler k›smi integral alma formülünde yerlerine
konulursa,

bulunur.

x lnx dx  = x 2

2
 lnx  - x 2

2
 . 1

x
 dx  = x 2

2
 lnx  - 1

2
 xdx  = x 2

2
 lnx  - 1

2
 . x 2

2
 + c 

 

                                                                       = x 2

2
 lnx  - 1

4
 x 2 + c

dv  = xdx fi dv  = xdx fi v = x 2

2
 

 u = lnx fi du  = 1
x dx

x lnx dx

x e xdx  = x e x  - e xdx

 Ø Ø Ø  Ø Ø Ø
 
 u dv   = u . v  - v du

 
           = x e x  - e x + c

x e xdx
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integralini k›smi integral alma yöntemiyle hesaplay›n›z.

‹ntegrali al›nacak fonksiyonun çarpanlar›ndan  lnx fonksiyonunu  u, dx ise dv
olarak al›nacakt›r.

Bulunan de¤erler yerlerine konulursa,

sonucu bulunur.

integralini k›smi integral alma yöntemiyle hesaplay›n›z.

integralini k›smi integral alma yöntemiyle hesaplay›n›z.

Bu de¤erler integrali al›nacak fonksiyonda yerlerine konulursa, 

sonucu bulunur.

1
x 2

 lnx dx  =  - 1
x lnx  - - 1

x 
 . 1

x dx

 
               =  - 1

x lnx  + 1
x 2

 dx

 
               =  - 1

x lnx  - 1
x  + c 

dv  = 1
x 2

 dx fi v  = - 1
x 

 
u  = lnx fi du  = 1

x dx

1
x 2

 lnx dx

u = lnx  2 fi  du = 2 lnx . 1
x dx

 
dv = dx fi v = x
 

lnx  2dx  = x lnx  2 - 2. lnx . 1
x x dx

 
               = x lnx  2 - 2 lnx dx  = x lnx  2 - 2 x lnx  - x  + c     olur.

lnx  2dx

lnx dx  = x lnx  - x . 1
x dx  = x lnx  - dx  = x lnx  - x + c

u = lnx fi du  = 1
x dx

 
dv  = dx  fi v  = x

lnx dx
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integralinin bir önceki örnekte he-
sapland›¤›na dikkat ediniz. 

lnx dx
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integralini k›smi integral alma yöntemiyle hesaplay›n›z.

Bu de¤erler integrali al›nacak fonksiyonda yerlerine konulursa, 

sonucu bulunur.

integralini hesaplay›n›z.

‹ntegrali al›nacak fonksiyonunun çarpanlar›ndan ln10x ifadesi  u , x4dx ifadesi
de dv olarak al›n›rsa,

Bulunan de¤erler yerlerine konulursa,

bulunur.

Basit Kesirlere Ay›rma Yöntemiyle ‹ntegral Alma
a lar sabit ve n ≥ 0  tamsay› olmak üzere,

fleklinde x in kuvvetlerine  göre düzenlenmifl  bir  ifadeye  polinom  denildi¤ini
biliyorsunuz.

Bir polinomun  ax + b fleklinde birinci dereceden  ax2 + bx + c fleklinde ikin-
ci dereceden çarpanlar› olabilir.

f (x)  ve g (x)  birer polinom ve  g (x) ≠ 0  olmak üzere,

F (x ) = f (x )
g (x )

 

a 0x n + a 1x n -1 + .... a n -1x  + a n

x 4 ln10x dx  = x 5

5
 ln10x  - x 5

5
 . 1

x dx

 

                 = x 5

5
 ln10x  - x 5

25
 + c

dv = x 4dx fi v = x 5

5
 
u = ln10x fi du  = 1

x dx

x 4 ln10x dx

ln x +1  dx  = x ln  x + 1  - x
x + 1

 dx

 
                = x ln  x + 1  - 1 - 1

x  + 1
 dx

 
                = x ln  x + 1  - x + ln  x + 1 + c

dv = dx fi v = x
 
u  = ln x + 1  fi  du = 1

x + 1
 dx

ln  x +1  dx
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x in pozitif tamsay› olan kuvvetle-
rine göre düzenlenmifl ifadelere po-
linom denir.  f (x) ve g (x) birer po-
linom ve g (x) ≠ 0 olmak üzere

fleklindeki fonksiyona rasyonel fonk-
siyon denir. Burada bir rasyonel
fonksiyonun basit kesirler fleklinde
nas›l ifade edilece¤i aç›klanacakt›r. 

F (x ) =
f (x )

g (x )
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fleklindeki fonksiyona rasyonel fonksiyon denir. Rasyonel fonksiyonda paydaki
fonksiyonunun derecesi paydadaki polinomun derecesinden küçük ise bu kesir
basit kesirdir. E¤er paydaki polinomun derecesi paydadaki polinomun derecesin-
den büyük veya eflit ise, verilen kesirin pay›ndaki polinom paydas›ndaki polino-
ma bölünerek verilen fonksiyon bir polinom ile bir basit kesirin toplam› fleklinde
ifade edilebilir.

Bu rasyonel fonksiyonun integralini alal›m.

Bir rasyonel fonksiyonun paydas›ndaki polinomun biribirinden farkl› ax + b
fleklinde birinci dereceden çarpanlar› varsa, çarpanlar›n her biri için,

fleklinde basit kesirler yaz›l›r ve bu kesirler toplanarak rasyonel fonksiyona özdefl
k›l›n›r.

integralini hesaplay›n›z.

Paydadaki polinom,   (x2 - 1) = (x - 1) (x + 1)  fleklinde çarpanlar›na ayr›l›r.

‹kinci taraftaki kesirlerin paydalar› eflitlenirse ve gerekli düzenlemeler yap›l›rsa,

1 ∫ A (x + 1) + B (x - 1)
1 ∫ (A + B )x + A - B

özdefllikleri bulunur. Özdeflli¤in ikinci taraf›  x li terimin katsay›s› birinci taraftaki
x li terim olmad›¤› için katsay› s›f›r olacakt›r.

A + B = 0
A - B = 1

1
x 2 - 1

  = 1
2
 1

x  - 1
  - 1

2
 1

x  + 1
 

Bu iki denklem ortak çözülürse A = 1
2
   ve B = - 1

2
  olarak bulunur. Böylece

1
x 2 - 1

 ∫ A
x  - 1

 + B
x  + 1

 

dx
x 2 - 1

 

A
ax  + b

 

x + 1+ 1
x  - 1

 dx  = x 2

2
 + x  + ln x - 1 + c 

Böylece x 2

x  - 1
  = x  + 1 + 1

x  - 1
    olur.

x 2 x - 1

x + 1x 2-+ -
+x

x
x-+ 1

1
-
+

Örnek olarak x 2

x - 1
  fonksiyonunu ele alal›m.
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olur. ‹ntegral al›n›rsa,

bulunur.

integralini al›n›z.

‹ntegrali al›nacak rasyonel fonksiyonun paydas›ndaki polinom çarpanlar›na ay-
r›l›rsa,   x2 + 7x + 6 = (x + 1) (x + 6)   bulunur.

Eflitli¤in ikinci taraf›ndaki kesirlerin paydalar› eflitlenir ve gerekli düzenlemeler
yap›l›rsa,

1 ∫ A (x + 6) + B (x + 1)
1 ∫ (A + B )x + 6A + B fi A + B = 0 ,  6A + B = 1

denklem sistemi bulunur. Bu iki denklemin ortak çözümünden

‹ntegral al›n›rsa

olur.

integralini al›n›z.

‹ntegrali al›nacak rasyonel fonksiyonun pay›ndaki polinomun derecesi paydas›n-
daki polinomun derecesinden büyük veya eflit ise; pay paydaya bölünerek verilen
fonksiyon bir polinom ile bir basit kesirin toplam› fleklinde ifade edilir.

x 2dx
x2 - 4

 

1
x 2 + 7x  + 6

  = 1
5
 dx

x  + 1
  - 1

5
 dx

x  + 6
 

 

                 = ln  x + 1
x  + 6

 
5

 + c 

A  = 1
5
   , B  = - 1

5
   bulunur.

 
1

x 2 + 7x  + 6
  = 1

5
 1

x  + 1
  - 1

5
 1

x  + 6
 

1
x 2 + 7x  + 6

  = A
x  + 1

 + B
x  + 6

 

dx
x 2 + 7x + 6

 

dx
x 2 - 1

  = 1
2
 dx

x  - 1
  - 1

2
 dx

x  + 1
 

 
           = 1

2
 ln  x  - 1   - 1

2
 ln  x  + 1  + c

 

           =  ln  x  - 1
x  + 1

  + c
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‹kinci taraftaki kesirlerin paydalar› eflitlenip gerekli düzenlemeler yap›l›rsa,
4 ∫ (A + B)x + 2A - 2B özdeflli¤i bulunur. Özdeflli¤in iki taraf›ndaki benzer terim-
lerin katsay›lar›n›n eflitli¤inden,

A + B = 0
2A - 2B = 4

denklem sistemi bulunur. Bulunan iki denklem iki bilinmeyenden oluflan denk-
lem sisteminin ortak çözümünden A = 1, B = -1 bulunur. Verilen rasyonel fonk-
siyonunun integrali al›n›rsa,

bulunur.

‹ntegrali al›nacak rasyonel fonksiyonun paydas›ndaki polinomun  ax + b
fleklinde birinci derece ifadelerin tekrarlanm›fl çarpanlar› varsa, A lar
bulunmas› gereken sabitler olmak üzere (n) kere tekrarlanm›fl bir çar-
pan için,

fleklinde n tane basit kesirin toplam› yaz›l›r.

integralini al›n›z.

‹ntegrali al›nacak rasyonel fonksiyonunun paydas›ndaki (x - 1) çarpan› iki kere
tekrarlanm›flt›r. Bu nedenle,

x  + 1

x  - 1 2
 ∫ A

x  - 1
 + B

x  - 1 2
 

x  + 1  dx

x  - 1 2
 

A 1

ax  + b
 + A 2

ax + b 2
 + ... A n

ax + b n 

x 2dx
x2 - 4

 = dx  + dx
x - 2

 - dx
x + 2

 

 
            = x  + ln  x  - 2  - ln  x  + 2  + c
 
            = x + ln  x  - 2

x + 2
  + c

4
x2 - 4

 ∫ A
x - 2

 + B
x + 2

 

Özdefllikteki 4
x2 - 4

 fonksiyonu yukar›da aç›kland›¤› gibi basit kesirlere ayr›labilir.

x 2

x2 - 4
 ∫  1 + 4

x2 - 4
 

x 2 x  - 4

1x 2-+ -
+4

4

2

Bel i rs iz  ‹ntegral  A lma Yöntemler i204

Ö R N E K  2 4

‹ntegrali al›nacak rasyonel ifadelerin
paydas›ndaki çarpanlar›n biçimi
önemlidir. 
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özdeflli¤i yaz›l›p, ikinci taraf›n paydalar› eflitlenirse,  x + 1 ∫ A (x - 1) + B özdefl-
li¤i ve buradan da,   x + 1 ∫ Ax - A + B özdeflli¤i bulunur. Özdeflli¤in her iki
taraf›ndaki benzer terimlerin katsay›lar› eflitlenirse,

A = 1
-A + B = 1

denklem sistemi bulunur. Bulunan sistemin çözümünden A = 1, B = 2 de¤erleri
bulunur.

‹ntegral al›n›rsa, 

bulunur.

integralini al›n›z.

Verilen rasyonel fonksiyonun paydas›ndaki polinom,  x3 + x2 ∫ x2(x + 1)  flek-
linde çarpanlar›na ayr›l›r. Burada x çarpan› iki kere tekrarlanm›flt›r.

‹kinci taraf›n paydalar› eflitlenirse,

2x2 - 1  ∫ x (x + 1)A + (x + 1)B + x2 C
∫ (A + C )x2 + (A + B )x + B

özdeflli¤i bulunur. Özdeflli¤in iki taraf›ndaki benzer terimlerin katsay›lar› eflitlenirse,

A + C = 2
A + B = 0
B = -1

denklem sistemi bulunur. Sistemin ortak çözümünden, A = 1, B = -1, C = 1 de¤er-
leri bulunur. ‹ntegrali al›n›rsa,

sonucu bulunur.

2x 2 - 1  dx

x 3 + x 2
   = dx

x
  - dx

x 2
  + dx

x  + 1

                  = ln  x   + 1
x
  +  ln  x  + 1   + c

                  = ln  x   x  + 1    + 1
x
  + c

2x 2 - 1

x 3 + x 2
 ∫ A

x
 + B

x 2
 + C

x  + 1
 

2x 2 - 1  dx

x 3 + x 2

(x  + 1) dx

x  - 1 2
  = dx

x  - 1
 + 2 dx

x  - 1 2

 
                  =  ln x  - 1 - 2

(x  - 1)
 + c

x  + 1

x  - 1 2
 ∫ 1

x  - 1
 + 2 . 1

x  - 1 2
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Kendimizi S›nayal›m
1. afla¤›dakilerden hangisine eflittir?

a.

b.

c.

d.

e.

2.

a.

b.

c.

d.

e.

3.

a.

b.

c.

d.

e.

4.

a.

b.

c.

d.

e.

5.

a.

b.

c.

d.

e.

6.

a.

b.

c.

d.

e.

7.

a.

b.

c.

d.

e.

8.

a.

b.

c.

d.

e.

6xdx

3x 2- 10
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ln  3x 2 - 10  + c 
 

ln  x 2 - 10  + c 
 

ln  3x 2 + 10  + c 
 

6ln  x 2 - 2  + c 
 

1
2
 ln  x 3 + 3  + c 

e 3x 3
. x 2dx   afla¤›dakilerden hangisine eflittir?

e 3x 3
 + c 

 

1
3
 e 3x 3

 + c 
 

1
2
 e 3x 3

 + c 
 

1
9
 e 3x 3

 + c 

e x 3+ c 

  x 2 + 2x 5. x  + 1  dx   afla¤›dakilerden  hangisine

eflittir?

 x 2 + 2x 6

12
  + c 

 x 2 + 2x 5

10
  + c 

 x 2 + 2x 6

6
  + c 

 x 2 + 2x 4

4
  + c 

 x 2 + 2x 6

18
  + c 

x 2 lnxdx   afla¤›dakilerden hangisine eflittir?

x 3

3
 lnx  - x 3

9
  + c 

 
x 3

3
 lnx  + x 3

3
  + c 

 
x 3

3
 lnx  - x 3

18
  + c 

 
x 3

3
 lnx  + x 3

9
  + c 

 
x 3

9
 lnx  + x 3

3
  + c 

e -2x dx  afla¤›dakilerden hangisine eflittir?

1
2
 e -2x + c 

 

1
3
 e -2x + c 

 

- 1
2
 e -2x + c 

 

- 1
3
 e -2x + c 

 

1
4
 e -2x + c 

e x 2. xdx   afla¤›dakilerden hangisine eflittir?

1
2
 e x 2 + c 

- 1
2
 e x 2 + c 

e x 2 + c 
 

e x 2- 1 + c 
 

1
8
 e x 2 + c  

e
1
 x .  1

x 2
  dx   afla¤›dakilerden hangisine eflittir?

1
2
 e

1
 x + c 

-e
1
 x + c 

 

2e
1
 x + c 

 

e
- 1

 x + c 
 
1
e x

 + c 

 lnx  5dx
x    afla¤›dakilerden hangisine eflittir?

 lnx 5

5
  + c 

 lnx  6

6
  + c 

 lnx 2

3
  + c 

 lnx 4

4
  + c 

lnx
6

  + c 



9.   x üretim miktar›n› göstermek üzere, bir firman›n mar-
jinal gelir fonksiyonu,   R ' (x) = 40 000 - 2x olarak be-
lirlenmifltir. Buna göre, bu firman›n toplam gelir fonksi-
yonu afla¤›dakilerden hangisidir?

a. 40 000 - x2

b. 40 000x - x2

c. 40 000x + x2

d. 40 000x -3x

e. x2

10. x üretim miktar›n›  göstermek üzere, bir firman›n

marjinal maliyet fonksiyonu, C ' (x) = 8x + 100 olarak be-

lirlenmifltir. Firman›n 40 birim üretim için toplam maliyet

80 bin birim ise, toplam maliyet fonksiyonu afla¤›dakiler-

den hangisidir?

a. 4x2 + 100x + 60.000

b. 4x2 + 100x + 69.600

c. 4x2 + 10x + 69.000

d. 4x2 + 100x + 70.000

e. 4x2 + 100x

11. x üretim  miktar›n›  göstermek  üzere,  bir  firmada

marjinal  kâr  fonksiyonu,  P ' (x) = 2x + 500  olarak

belirlenmifltir. Firmada 100 birimlik üretim için toplam

kâr 20 bin birim ise, toplam kâr fonksiyonu afla¤›dakiler-

den hangisidir?

a. -x2 + 500x - 20 000

b. -x2 + 500x + 20 000

c. x2 + 500

d. x2 + 500x - 30 000

e. -x2 - 500x + 20 000

12. 

a.

b.

c.

d.

e.

13.

a. ln (ex + 1) + c
b. ln |ex - 1| + c
c. ln ex + c
d. ln |1 - ex| + c
e. ex + c

14.

a.

b.

c.

d.

e.
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dx
x2 - 9

   afla¤›dakilerden hangisine eflittir?

ln x - 3
x + 3

3 
 + c 

 
ln x - 3

x + 3
4 

 + c 

 
ln x - 3

x + 3
6

 + c 

 
ln x - 3

x + 3
12 

 + c 

 
ln  x - 3

x + 3
  + c 

e x dx
e x - 1

   afla¤›dakilerden hangisine eflittir?

ln  x  dx
x

   afla¤›dakilerden hangisine eflittir?

ln2  x   + c 
 

ln2  x 
2

  + c 

 
ln2x  + c 
 

ln3  x 
3

  + c 

 

ln2  x 
3

  + c 

Bernhard Riemann (1826 - 1866)

Riemann’ ›n uzay geometri konusundaki çal›fl-
malar›, modern kuramsal fizi¤in geliflmesine
önemli etkileri olmufltur. Bu gün Riemann in-
tegrali olarak bilinen belirli integral kavram›n›
ortaya koymufltur.
"Riemann gibi bir geometrici gerçek dünyan›n
en önemli çizgilerinin hemen hemen hepsini
herkesten önce sezmifl olabilirdi."

A. S. EDDINGTON




