Belirsiz Integral

Amaglar

Bu tiniteyi calistiktan sonray

@ belirsiz integralin alimisint,

@ belirsiz integralinin ekonomik wygulamalarin,
@& belirsiz integral alma yontemlerini ogreneceksiniz.
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Belirsiz Integral

DIKKAT

Icindekiler
e Belirsiz integral tanimi
e Belirsiz integral besaplama yontemleri

* Belirsiz integral iinitesine baslamadan once tiirev ile ilgili iiniteleri bir
kere daba gozden gecirmelisiniz.

* Belirsiz integral kavramini ve tiirevle iliskisini iyice kavrama-
nmiz gerekir.

o Integral alma kurallar: icin 6rnekleri iyi incelemeniz ve bir kere de si-
zin ¢cozmeniz daba uygun olacaktur.

Giris
Bir isletmenin, x tiretim miktarini gostermek iizere, marjinal maliyel
fonksiyonunun,

MC =x2+ 2x

olarak belirledigini varsayalim. Firmanin toplam maliyet fonksiyonu nasil
bulunur?

Yukarida vermis oldugumuz probleme benzer bir cok isletme ve ekonomi prob-
leminin ¢oziimiinde integral alma kullanilacaktir. Bu kitapta verilmemesine
ragmen, olaylarm zaman icindeki degisimini gosteren dinamik modellerin
coztimiinde kullanilan Diferansiyel Denklemlerin ¢éziimiinde de integralden
yararlanilir.
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BELIRSIZ iNTEGRAL TANIMI
Belirsiz integral konusuna girmeden dnce bir ekonomi problemini ele alarak, ¢o-
zimint inceleyelim.

Bir isletme, x degiskeni iiretim miktarini gostermek iizere, marjinal mali-
yet fonksiyonunu,

MC = f(x) =4x+ 4
olarak belirlemistir. Verilen marjinal maliyet fonksiyonunundan yararla-
narak bu isletmenin, sabit maliyetler 50 000 TL. olmak iizere, 100 birimlik
tiretiminin toplam maliyetini bulunuz.

Turevle ilgili Unitelerde marjinal maliyet fonksiyonunun, toplam maliyet fonksi-
yonunun Uretim miktart olarak olan x degiskenine gore birinci tiirevi oldugu
aciklanmisti. Toplam maliyet fonksiyonu F (x) ise, F(x) in tirevi marjinal mali-
yet fonksiyonu olan f(x) olacaktir. Boylece,

dr (x)
dx

=F'(x)=f(x)

olur. Bu iliski 6rnekte verilen verilere uygunalirsa,

dF (x)

e =4x+ 4

esitligi bulunur. Turevle ilgili verilerden, tiirevi f(x) = 4x + 4 olan bir F(x) fonk-
siyonu, sabit farkiyla,

F(x) =2x% + 4x

olarak bulunur. Tirevi 4x + 4 olan fonksiyonlardan bazilari, sabitin tiirevinin si-
fir oldugu gozdntne alinarak, asagidaki sekilde yazilabilir.

F(x) =252 +4x+ 5, F'p () =4x+ 4
Fo(x) = 2x% + 4x - 100 , F'ly (o =4x+4

Yukaridaki orneklerde oldugu gibi, tirevi 4x + 4 olan fonksiyonlar biribirinden
sabitlerle ayrilmaktadir. Fonksiyonlardaki sabit yerine genel bir sabit olan ¢
koyulursa,

F(x) =2x2+4x+ ¢

olur. Toplam maliyet fonksiyonundaki c¢ sabiti, tGretimin olmadigi durumdaki sa-
bit maliyeti gdstermektedir. Ornegimizdeki toplam maliyet fonksiyonu olan F (x)
de x = 0 olarak alindiginda,

F(0) = ¢ =50 000
olarak bulunur. Buradan x = 100 birimlik tretim icin toplam maliyet,
F(100) = 2 (100)2 + 4.100 + 50 000 = 70 400

olacaktir.

Vermis oldugumuz ornekteki yontem genellestirilerek belirsiz integral tanimi
asagidaki sekilde yapilabilir.

Belirsiz integral ile maliyet fonksi-
yonlari arasindaliskiler vardir. Bu ilig-
kiler, bizi belirsiz integral tanimina
g6tirecektir.
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Temel integral Kurallar

Belirsiz integral, tiirevi verilen fonk-
siyonlari bulma islemidir. Bu isleme
ters tlrev de denir. Tiirevi esit fonk-
siyonlar birbirinden integral sabiti
denilen c sabitiyle ayrilirlar.

integral tanimindakidx diferansiyeli,
integralin hangi degiskene gore
alinacagini gostermektedir.

Temel integral alma kurallarini anla-
yabilmeniz igin tlirev konusuna ye-
niden bakmaniz yararli olacaktir.

Bir f(x) fonksiyonu icin,

dF (x)
dx

=/

olacak sekilde bir F (x) fonksiyonu varsa, F(x) + ¢ fonksiyonlarma, f(x) in ters
tirevleri veya belirsiz integrali denir ve bu durum,

jf(x) dx = F(x) + ¢

seklinde ifade edilir. Bu esitlik "/ (x) fonksiyonunun belirsiz integralinin F (x) + ¢"
oldugunu gosterir.

Burada J simgesine integral isareti, /(x) fonksiyonuna integrant veya integ-
ral alt1 denilir. Bu ifadeye belirsiz integral denilmesinin nedeni F(x) + ¢ fonksi-
yonlarinin kesin tanimli olmayisi, bir fonksiyon ailesini gostermesindendir. F (x)
fonksiyonlarini biribirinden ayiran ¢ sabitine integral sabiti denir.

Integral tantmindaki dx diferansiyeli integralin hangi degiskene gore alindigi-
n1 gostermektedir. Bununla ilgili olarak asagidaki ornekleri inceleyiniz.

JSxdx integrali, 3x fonksiyonunun x e gore integralinin alinacagini goster-

mektedir.

J4y2xdx integrali, 4y2x fonksiyonunun x e gore integralinin alinacagini

gostermektedir.

j4y2x dy integrali, 4y2x fonksiyonunun ) ye gore integralinin alinacagini
gostermektedir.

J(2t2y+ t+ 1)dt integrali, (2t2y+ I+ 1) fonksiyonunun ¢ ye gore integralinin

almacagini gostermektedir.

TEMEL iNTEGRAL KURALLARI

Bu kisimda tirev alma kurallarindan vyararlanarak integral alma kurallarini
aciklayacagiz.

D .[adx =dax +c¢

2) n#-1 icin [x”dx . +c

3) n=-1icin ]x'ldx = J(l)dx=ln\x\+c , x#0

e“dx=¢e"+ ¢

4)

5) jaxdx= 1?17;4—67 a>0

Yukarida verilen temel integral formulleri, integral alma sonucu bulunan fonk-
siyonun tirevinin integrali alinacak fonksiyonu verip vermedigine bakilarak dog-
rulanabilir. Soyle ki:
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1D F(x)=ax+c ise F'(x)=a olur.

=xn

(n+ 1)ttt

n+1

+1
2) F(x)= xn+ ] +c¢ ise F'(x)= olur.
n

3 F&)=In|x/+c ise Fx)=1 olur x#0

4) F(x)=¢e"+c¢ ise F'(x)=e" olur.

X X
Fx)=% +c¢, ise F'(x)=% .Ina=a* olur
5 F(x) na c, ise (x) g na=a* olur

Simdi yukarida vermis oldugumuz kurallar icin birer 6rnek verelim. Siz de
ikinci taraftaki fonksiyonlarin tiirevlerini alarak integrali alinan fonksiyonlari verip
vermedigini kontrol ediniz.

[3etc = 32+ ¢ [ =2 i +
[xzdx=£+c J@=—L+c
) 3 3 sz
jx5dx=x—4+c J@= 1.

4 R
ijdy=y2+c ijdx=li—;c+c

Yukarida verilen temel integral kurallar tirev ile ilgili tinitelerde verilen tlrev
alma kurallar yardimiyle daha da gelistirilebilir.

Buna gore, [ (x) ve g(x) fonksiyonlari, sirasiyle F (x) ve G (x) in tirevleri olan
fonksiyonlar ise,

dix [FGo) + G = dixmc) + 4G = [+ g

dx
oldugundan,
[760 + g o)) die= [ d(Feo) + Go)
= Flx)+ Gx)+c
= Jf(x)dx+ [g(x)dx
olur. O halde kural olarak, iki fonksiyonunun toplamlarinin integrali, bunlarin ay-
1 ayrt bulunan integralleri toplamina esit olacagini soyleyebiliriz.

J'[f(x)+g(x)] dx = Jf(x)dx + '[g(x)dx

Sabitle bir fonksiyonun ¢arpiminin integrali de, tirev kurallari yardimiyle,
fonksiyonun integrali ile sabitin carpimina esittir.

[ kfGx) dx = /ej'ﬂx) dic

seklinde gosterilir.

Yandaki dogrulamalar integralin ters
tlrev oldugunu gdstermektedir.

Turev yardimi ile dogrulamalari siz
de yapiniz.

Birden fazla fonksiyonun toplamla-
rinin tiirevi, bu fonksiyonlarin ayri
ayri bulunan tiirevleri toplamina esit-
tir. Bu kuralin sonucu olarak da, bir-
den ¢ok fonksiyonun toplamlarinin
integralini fonksiyonlarin ayri ayri
bulanan integralin taplamina esit ol-
dugu bulunur.

Bir sabitle bir fonksiyonun carpimi-
nin tirevi, fonksiyonun tlrevi ile sa-
bitinin ¢arpimina esit oldugunu ha-
tirlayiniz. Verdigimiz kural da tlirev
kuralinin bir sonucudur.
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Temel integral Kurallar

=

m

Ornekteki integralleri alirken, integral
isleminden 6nce basitlestirme islem-
lerini yapmak problemlerin ¢ziimii-
nii kolaylastiracaktir.

Bu drneklerde koklerin kuvvet sek-
linde yazilmalari cok &nemlidir. In-
tegralleri 6nee aliniz ve sonra cevap-
la karsilastiriniz.

Yukarida verilen kurallar yardimiyla asagidaki integrallerin nasil alindigini
inceleyiniz.

D (2 docr 6) av = 2 [ -4 [ + 6 [ax - 2§3—2x2+6x+c
2) J X —2x+8 dx = 6[ de—Z[ dox 8de= 2x° - x% + 8x+ ¢
3)Jey+y Jeydy+J 2dy=ey+§+c
4)J3t+2t+3) 3[ﬁdz+2[t2d1+3jdz=%+£+3t+c
5) JZ %) J(%)dx = 2ln| x|+ ¢ = Inx* + ¢

O Jltret) e = ) o () ac-f(3)

e -

4
x
X z+x—lr1|x\+c

Temel integral alma kurallari yardimiyla asagidaki integrallerin nasil alindigint
inceleyiniz. Bu integrallerde, tistel ve kokli ifadelerin bulundugu integrallerin na-
sil alinacagi gosterilmistir.

j'(6.5x- 2e 4 x-1) dic = 6.5 - 2%+ X x4 ¢
In5 2

2412 XWX + 20X + ¢

j(s\/;_'_L) dx =J(x1/3 + x—l/Z) de = #_F

be-3
4

3
X

j'(4\/;+i+ Z)dx = [ ate + [ e + 2 [ ax

5/3

_ 4x7/4 + 3x
5

7

= 4x4‘/; +3§x5\/;+2x+c

+2x + ¢

Bir isletmede x tiretim miktarina bagh olarak marjinal maliyet fonksiyonu,
MC(x) = x + 50ex
ve sabit maliyet 250 000 birim ise, toplam maliyet fonksiyonunu bulunuz.

Once verilen 1. Ornek incelenirse marjinal maliyet fonksiyonunun integralinin
toplam maliyet fonksiyonunu verecegi gortlir. Baska bir ifadeyle,

TC(x) = J(x+ 50 ex)alx = Ixaix+ SOjexdx = %2+50 e¥+ ¢
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olur. Uretim miktarinin sifir oldugu noktadaki maliyetin sabit maliyeti gdsterece-
gini biliyorsunuz. Buradan,

1C (0) = 50.) + ¢ = 250 000 ve

¢ =250 000 - 50 = 249 950 olur. Boylece toplam maliyet fonksiyonu,
2

TC(x) = x? +50 e*+ 249 950

olur.

Ekonomide, marjinal maliyet fonksiyonu verildiginde toplam maliyet fonksiyo-
nunu bulmada kullanilan yontemden, Giretim miktarina bagli olarak verilen marji-
nal kar fonksiyonundan toplam kar fonksiyonu bulunabilir. Bunun i¢in asagidaki
ornegi inceleyiniz.

Ekonomide marjinal maliyet fonksi-
yonu verildiginde toplam maliyet
fonksiyonunu, marjinal kar fonksi-
yonu verildiginde de toplam kar
fonksiyonu bulunabilir. Bu hesaplama
yontemi integral almadir.

Bir isletmede x iiretim miktarina bagh olarak marjinal kdr fonksiyonu,
K '(x) = 100x - 5000

olarak belirlenmigtir. Isletmede iiretim yapilmadiginda zarar 25000 bi-

rim ise, toplam Rkar fonksiyonunu bulunuz.

Marjinal kar fonksiyonunun integrali toplam kar fonksiyonunu vereceginden, top-
lam kir fonksiyonunu,

K(x) = [ (10026- 5000) dx = 50x* - 5000 + ¢

olur. Uretim yapilmadiginda, x = 0 olacagindan,

K (0) = ¢ =-25000 birim olarak bulunur. Boylece toplam kar fonksiyonu,
K (%) = 5052 - 5000 - 25000

olacaktir.

Bir isletmede talep miktart x birim, tretilen malin satis fiyati p olmak tzere,
talep fonksiyonu,

p=/0
olacaktir. Baska bir deyimle, bir isletmenin trettigi mallarin tamamint sattigt du-
rumda, talep miktart tretim miktarina esit ve malin fiyati da tretim miktarinin bir
fonksiyonu olmaktadir. Bu fonksiyona, yukarida fonksiyon seklinde ifade edildi-
gi gibi, talep fonksiyonu denir.

Isletmenin toplam gelir fonksiyonu,

R =xp=xf(x

olur.
Toplam gelir fonksiyonunun tiirevi marjinal gelir fonksiyonunu verecektir.

R'(x)=f(0)+x [

Eger isletmenin, x Uretim miktarina bagli olarak, marjinal gelir fonksiyonu bi-
liniyorsa, toplam gelir fonksiyonu,

R(x) = JR 1(x) dx

RNEK 3

Bu drnegin ¢ziimiinde
Gelir = Fiyat . Miktar
oldugu unutulmamalidir.

Toplam gelir fonksiyonunun ttirevi-
nin marjinal gelir fonksiyonu oldu-
dunu unutmayiniz. Bu sonug bir cok
ekonomik problemin ¢dziilmesinde
kullanilir
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olarak bulunur. Boylece toplam gelir fonksiyonu, c¢ sabit geliri gostermek
uzere,

jR/(x)dx = R +c

olarak bulunur.
Yukarida yapilan aciklamalar ile asagidaki 6rnek arasindaki iliskiyi kurunuz.

Bir isletmenin, x tiretim miktarini gostermekR iizere, marjinal gelir fonksi-
yonu,

R'(x) =10-2x- a2
ise toplam gelir fonksiyonu ne olur?

2 3 3
R(x)=jMRalx =J(10—2x—x2)dx=10x— 2% - %+c =10x—xz—x5 +c

Uretim yapilmadiginda, gelir sifir olacagi icin burada ¢ = 0 olacak ve dolayistyle
bu isletme icin toplam gelir fonksiyonu,

3
R() = 10x - x2 - %

olur.

Bir kentin niifusunun, t yil olarak zamani géstermek tizere,
P (@) = 6000 + 9000 V't

bagintisyle biiyiidiigii belivlenmistir. Kentin su andaki niifusu 500 000 ki-
st ise, 4 yil sonraki niifusu ne olur?

Kent niifusunun biytiimesini gosteren,
p (1) = 6000 + 9000 V¢
fonksiyonunun integrali alinarak, ¢ yil sonraki ntifusu,

) = p @) dr = 6000t + 60001 V7 + 500 000

fonksiyonu ile belirlenir. ¢ = 4 icin,
p(4) = 6000.4 + 6000.4V4 + 500 000 = 572 000

olacaktir.

BELIRSIZ INTEGRAL ALMA YONTEMLERI

Bu kesimde, belirsiz integral hesaplarinda en cok kullanilan ¢ yontemi tanitaca-
g1z. Bu yontemler degisken dontstimii, kismi integrasyon ve basit kesirlere ayir-
ma teknikleri olarak adlandirilir.

Degisken Doniigiimii ile integral Alma
Degisken donlstimi ile integral alma yontemini bir 6rnek Uzerinde aciklayarak
genellestirecegiz.
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J. (xz - 1)20xdx integralini besaplayniz.

Integrali alinacak fonksiyondaki (x% - 1)20 ifadesinin acilarak integralin alinmasi
cok uzun islemler gerektirmektedir. Bu uzun islemleri ortadan kaldirarak integra-
li alinacak fonksiyonu basitlestirmek icin degiskeni dontistiirecegiz.

Integrali almacak fonksiyonda (x% - 1) yerine yeni bir degisken olarak,

u=x*-1

degiskenini koyalim. Dontistimle verilen fonksiyonunun x e gore tiirevini alalim
ve buradan da dx diferansiyelini bulalim.

du du
2 =2x = L2 =dx
Pk 2

Buldugumuz bu degerleri integrali alinacak fonksiyonda yerine koyalim.

quo.x.@ = ljuzodu
2 2

J. (% - 1) xedx

21
Upe= Lyy oo L2 9 s e
21 4 42( )

o[-

Bu o6rnekte uygulanan degisken dontsimi ile integral alma yontemi icin asa-
gidaki genel ilke verilecektir.

u degiskeni u = g(x) seklinde seciniz. Genelde, integrali alinacak fonksiyon-
daki parantez igerisi, kok icerisi veya bir tis u olarak alinir.

o du - '(x) ve buradan du
de 8TV 8'(x)

du
"x

= dx diferansiyeli bulunur.

o u=g) ve = dx degerleri integral alinacak fonksiyonda vyerlerine

konulursa, icerisinde x degiskeni yerine u degiskenine bagl integrali alinacak
bir fonksiyon bulunur. Eger, yapilan dontisim sonucunda icerisinde x
degiskeni bulunan bir fonksiyon bulunursa baska bir dontiisim uygulanir.

e Donlisim sonucunda # ya bagli olarak bulunan fonksiyonun integrali u ya
gore almacaktir. Alinan integralde u yerine u = g (x) degeri konulur.

Vermis oldugumuz degisken dontisimii yontemi ile alinacak integral 6rnekle-
i verecegiz.

Cozlimde buldugunuz integralin U'
ya bagl olarak alinacagini du di-
feransiyeli gostermektedir.

Kural incelendiginde degiskenin ve
buna bagl olarak diferansiyelin na-
sil dénlstrlldigint gérmek ok
6nemlidir Genelde integrali alinacak
fonksiyondaki parantez icerisi, kok
icerisi veya bir Us u olarak alinir.

J (x5 + 1)10x2dx integralini ahmiz.

Integrali alinacak fonksiyonda (x@ + 1) ifadesi yerine u degiskeni alinirsa,

u=x>+1, i _ 3,2 o gye= Al
dx 302
degerleri bulunur. Bulunan degerler integraldeki fonksiyonda yerlerine
konulursa,
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sonucu bulunur.

| ORNEK [
(

" integralini aliniz.

x2+2

Integrali alinacak fonksiyonda parantezin icerisindeki (a2 + 2) ifadesi u olarak
alinacaktir.

—x+2 , Wopy o du_ gy
u=x Tl 12X g1
Bulunan degerler integrali alinacak fonksiyonda yerlerine konulursa,
Ji‘X‘dx = Ji @ = l J u74 du
< .
( w2t 2)4 u 2x 2
S Y S L Uy
2 3 6 (x2+2)
bulunur.
m J ;‘f_x integralini besaplayiniz..

u = x* + 3 olarak alindiginda,

du du
L8 = e e = £
dx 2x

olur. Bu degerler integrali alinacak fonksiyonda yerlerine konulursa,

j;;cig T Jgd—zﬁ B %jd_z?=

Bu drnekteki integralin alinmasinda
logaritmik fonksiyonun tirevinden
yararlanildigini gériiniiz.

%In\ Ul +c = %ln(x2+3)+c

sonucu bulunur.

I e3** 0. dx integralini besaplayiniz.

u=3x+ 6 olarak alinirsa,

du du
22 = Y% = dx
& > 3

degerleri bulunur. Bulunan degerler integrali alinacak fonksiyonda yerlerine
konulursa,

je3M6dx = le“.@ = %e“+c = 1363”6+c

sonucu bulunur.
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Jx. Vx? + 2 dx integralini besaplayiniz.

Integrali alinacak fonksiyonda u = x% + 2 olarak alinirsa,

du du
ar =2 5 = dx
do T T Tk

degerleri bulunur. Bulunan degerler integrali alinacak fonksiyonda yerlerine
konulursa,

3/2
xVx2+2dx=Jx. w2 du lJu]/2du= B TR (TIE I
j 2x 2 2 3 3

2

(x2+2)Va2+2+¢

1
3

sonucu bulunur.

J e+ L xdx integralini besaplayiniz. m

u=x%+1 alinrsa,

%=2x = d—zt;=dx

degerleri bulunur. Bulunanlar integrali alinacak fonksiyonda yerlerine konulursa,

jexzﬂ.xdx = [e”.x.d?’;‘c = %Je”du = %e”+c = 126’“2+1+c

sonucu bulunur.

integralini besaplayiniz.

o RNEK 13

2+er

Integrali alinacak fonksiyonda wu = 2 + X olarak alinirsa,

du _ 5 2x _ du
e 2e = dx e

degerleri bulunur. Bulunan degerler integrali alinacak fonksiyonda yerlerine
konulursa,

2 2
Jiexdx = Je_ux du — Linjy+c=Lin(z+e®)+c
2+ e 202 2 2

sonucu bulunur.
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Orneklerdeki integralleri alirken 6nce
degiskenin nasil dontstlrildigiine
dikkat ediniz.

u.v seklinde x e bagl iki fonksiyo-
nun carpimlarinin tlrevinden yarar-
lanilarak

Judv =uw - Jvdu

seklinde belirlenen kismi integral for-
mdili bulunur.

Kismi integral yontem uyguanmasi
icin dv integrali en kolay alinabilen
ve ayni zamanda,

vdu

integralinin kolayca alinmasini sag-
layan fonksiyon olarak secilmelidir.

Asagidaki integralleri alarak ikinci tarafla karsilastiriniz.

1) [(5x+3)2dx= 11—5(5x+3)5+c, (v =5x +3)
2) [(1—2x)5dx= —11—2(1—2x)6+c, (u =1-2x)
3) [V3x+5dx= 25(3x+5)\/3x+5+c, (u =3+ 5)
4)12xdx = In(x2+5)+c, (1 = x%+5)
x*+5
5) [esxdx= lgesx+ c, (u=8x)
6) [Zx e ldx = ex2’1+c, (u=x2-1)
5 [(2x+1)dx _ 1 ‘e (1 = 22 + %)
(% + x) 3(x? + x)
ln\x+1\aix 1 5 B
8) [T —E[ln\x+lu+c, (u—ln\x+1\)

Kismi integral Alma Yoéntemi
u ve v, x degiskenine bagli ve bu degiskene gore tiirevlenebilir iki fonksiyon
olsun. Bu iki fonksiyonun carpimlarinin x e gore tiirevleri alinirsa,

d

jx(uv) =y vy, du

dx dx

bulunur. Diferansiyelleri kullanarak,
d(uv) = udv + vdu
esitligi bulunur. Bu esitligin her iki tarafindaki ifadelerin integralleri alinirsa,

jd(uv) . judv + Jvdu

veya

uu=judv + } vdu

esitligi bulunur. Son esitlikteki [ udv terimi yalniz birakilirsa, kismi integral alma
yonteminde kullanilacak formil bulunur.

ludv = uy —Jvdu

Formiilde carpim seklinde verilen udv ifadesindeki carpanlardan dv olarak
integrali en kolay almabilen ve ayni zamanda jvdu integralinin kolayca alinma-
sini saglayan fonksiyon secilmelidir. Eger, dv olarak secilen fonksiyon ikinci ta-

raftaki integralin alinmasint kolaylastirmiyorsa, dv olarak diger carpan segilir.
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Asagida verecegimiz Ornekleri dikkatle incelerseniz bu secimi kolayca yapar
ve integrali hesaplayabilirsiniz.

jxexdx integralini Rismi integral alma yontemiyle besaplayiniz.

Kismi integral alma yontemiyle bu integrali almak icin 6nce x.e¥dx carpiminda
hangi carpanin #, hangi carpanin dv olarak secilmesi gerektigi belirlenmelidir.
Burada dv= e*dx , u= x olarak alinirsa,

dv=e&dx = v=¢e"
X=u = dx= du

olarak bulunur. Bulunan degerler kismi integral alma formilinde yerlerine
koyulursa,

xe¥dx = xe® - | e¥dx

11 1l 1l
judv=u.v-[udu
=xe” - e¥+ ¢

bulunur.

jxlnx dx integralini kismi integral alma yontemiyle besaplayiniz.

Integrali alinacak fonksiyonun carpanlarindan biri olan Inx fonksiyonunun in-
tegrali kolaylikla alinamaz. O halde dv olarak xdx carpani secilirse,

2
dv = xdx = jdv=jxdx = v=x7

u=lnx = du =L dx
X

degerleri bulunur. Bulunan degerler kismi integral alma formiiliinde yerlerine
konulursa,

2 2 2 P 2

Jxlnxdx= x—lnx—lxj.%cdx = x?lnx—léjxdx = %lnx—% Xy ¢
2

= x—lnx-lzx2+c

bulunur.
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m jlnx dx integralini kismi integral alma yéntemiyle besaplayimiz.

Integrali alinacak fonksiyonun carpanlarmndan Inx fonksiyonunu u, dx ise dv

olarak alinacaktir.

u=Inx = du =

Bulunan degerler yerlerine konulursa,

Jlnxdx = xlnx—[x.%cdx = xlnx—]dx = xlnx - x+ ¢

sonucu bulunur.

m J (lnx) 2dx integralini Rismi integral alma yontemiyle besaplayiniz.

u=(nx)’> = du= Zlnx.%cdx

dv=dx = wv=x

2, _ 2 1
[Inxdx [(lnx) dx =x (lnx) g [2. Inx. 7ngd)g

integralinin bir 6nceki érnekte he- = x(lnx) 2.2 [lnxdx = x(Inx) -2 (xlnax - x)+c olur
saplandigina dikkat ediniz.

m J L lnxdx integralini kismi integral alma yontemiyle besaplayiniz.

.X'Z

1 1
dv = —dx = v=--
2 X

u = lInx = du =L dx
X

Bu degerler integrali alinacak fonksiyonda yerlerine konulursa,

1 _ 1 1) 1
Jﬁlnxdx = -jclnx—j(— y) 7Calbc

= —llnx+jidx
X X2

= Lix-Llse
X X

sonucu bulunur.
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Jlﬂ | x+1 | dx integralini Rismi integral alma yontemiyle besaplayiniz.

dv = dx = v=X

w =1 x+1]| = du=_1_dx
X+ 1

Bu degerler integrali alinacak fonksiyonda yerlerine konulursa,

Jln\xﬂ\ dx = xIn| x+ 1| - JXfl

xln| x+ 1| —j(l—ﬁ)dx
+

xln|x+1 - x+In|x+1+¢

sonucu bulunur.

JxZ* In10xdx integralini besaplayimz.

integrali alinacak fonksiyonunun carpanlarindan In10x ifadesi u , xtdx ifadesi
de dv olarak alinirsa,

5
dv=x'de = v=%

u=1nl0x = du =%Cdx
Bulunan degerler yerlerine konulursa,

5 5
jx4 In10x dx = %lnlox - jx_ dx

1
5 X

5 5
= X In10x - £ + ¢
5 25

bulunur.

Basit Kesirlere Ayirma Yontemiyle integral Alma

a lar sabit ve 72> 0 tamsay1 olmak tzere, X in pozitif tamsayi olan kuvvetle-
rine gére diizenlenmis ifadelere po-
aox™+ a1x" '+ .. anax +an linom denir. f (x) ve g (x) birer po-
linom ve g (x) # 0 olmak tizere
seklinde x in kuvvetlerine gore diizenlenmis bir ifadeye polinom denildigini Flx)= flx)
biliyorsunuz. 9(x)

Bir polinomun ax + b seklinde birinci dereceden ax? + bx + ¢ seklinde ikin-  seklindeki fonksiyona rasyonel fonk-

. - siyon denir. Burada bir rasyonel

ci dereceden garpan‘lan ola@hr. fonksiyonun basit kesirler seklinde
S ve g(x) birer polinom ve g(x) #0 olmak tzere, nasil ifade edilecedi aciklanacaktir

Foy =%
g o)



202

Belirsiz Integral Alma Yéntemleri

seklindeki fonksiyona rasyonel fonksiyon denir. Rasyonel fonksiyonda paydaki
fonksiyonunun derecesi paydadaki polinomun derecesinden kiiciik ise bu kesir
basit kesirdir. Eger paydaki polinomun derecesi paydadaki polinomun derecesin-
den biiytk veya esit ise, verilen kesirin paymndaki polinom paydasindaki polino-
ma bolinerek verilen fonksiyon bir polinom ile bir basit kesirin toplam: seklinde
ifade edilebilir.

. 2
Ornek olarak x—l fonksiyonunu ele alalim.

x? x-1

Fxttx x+1l

X
FxT1
1

olur.

2
Boylece x—l = x+1+

Bu rasyonel fonksiyonun integralini alalim.

2
J(x+ 1+ 11)dx = %+x+ln‘x—1‘+ c

Bir rasyonel fonksiyonun paydasindaki polinomun biribirinden farkli ax + b
seklinde birinci dereceden carpanlart varsa, carpanlarin her biri icin,

A
ax + b

seklinde basit kesirler yazilir ve bu kesirler toplanarak rasyonel fonksiyona ¢zdes
kilinir.

integralini besaplaymniz.

Paydadaki polinom, (x%-1) = (x-1 (x+ 1) seklinde carpanlarina ayrilir.
1 _ A , B

P | x-1 x+1

fkinci taraftaki kesirlerin paydalar esitlenirse ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1=A&x+ 1) +Bx-1
1=(A+B)x+A-B

6zdeslikleri bulunur. Ozdesligin ikinci taraft x li terimin katsayisi birinci taraftaki
x i terim olmadigi icin katsayi sifir olacaktir.

A+ B=0
A-B=1

1

Bu iki denklem ortak ¢ozilirse A = ST B=- 15 olarak bulunur. Boylece

1 11
x%-1 2 x-1 2 x+1
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olur. Integral alinirsa,

jdx_lldx ljdx

x2-1 2lx -1 21x +1
= lln\x—l\ - lln\x+1|+c
2 2
= In ‘x—l +c
x +1
bulunur.

integralini aliniz.
x*+7x +6

Integrali alinacak rasyonel fonksiyonun paydasindaki polinom carpanlarina ay-
rlirsa, X2+ 7x+ 6= (x+ 1) (x+6) bulunur.

1 _ A , B
x*+7x +6 x+1 x+6

Esitligin ikinci tarafindaki kesirlerin paydalari esitlenir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa,

1=Ax+6)+B(x+1
1=(A+B)x+64+B = A+B=0, 6A+B=1

denklem sistemi bulunur. Bu iki denklemin ortak ¢oziimiinden

4=1 , B =- 1 bulunur.

5 5

1 NN TN .
X2+ 7x +6 5x+1 5 x+6

Integral alinirsa

olur.

[

integralini alimz.

Integrali alinacak rasyonel fonksiyonun payindaki polinomun derecesi paydasin-
daki polinomun derecesinden biylk veya esit ise; pay paydaya boliinerek verilen
fonksiyon bir polinom ile bir basit kesirin toplami seklinde ifade edilir.
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= 1+

-4

4

Ozdeslikteki 2 fonksiyonu yukarida aciklandigi gibi basit kesirlere ayrilabilir.

4 _ A, B
-4 x-2 x+2

Ikinci taraftaki kesirlerin paydalar: esitlenip gerekli diizenlemeler yapilirsa,
4=(A+ Bx+ 2A- 2B 6zdesligi bulunur. Ozdesligin iki tarafindaki benzer terim-
lerin katsayilarinin esitliginden,

A+ B=0

2A-2B=4
denklem sistemi bulunur. Bulunan iki denklem iki bilinmeyenden olusan denk-
lem sisteminin ortak ¢6ztiminden A = 1, B = -1 bulunur. Verilen rasyonel fonk-
siyonunun integrali alinirsa,

CR R

x+In|x-2|-In|x+2]+¢

=%

+C

x+ln‘u
+

bulunur.

DIKKAT

integrali alinacak rasyonel ifadelerin
paydasindaki carpanlarin  bicimi
Snemlidir.

Integrali alimacak rasyonel fonksiyonun paydasindaki polinomun ax + b
seklinde birinci derece ifadelerin tekrarlanmis carpanlar: varsa, A lar
bulunmasi gereken sabitler olmak iizere (n) kere tekrarlanmis bir car-
pan icin,
A1 A
ax + b (ax +b)

seklinde n tane basit Resirin toplami yazilir.

An
(“x +b)"

J(x+1)dx

(x -1y

integralini aliniz.

Integrali alinacak rasyonel fonksiyonunun paydasindaki (x - 1) carpani iki kere
tekrarlanmustir. Bu nedenle,

x+1 _ A | B
Y (x—l)z

(o - 1)
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Ozdesligi yazilip, ikinci tarafin paydalar esitlenirse, x+ 1= A4 (x - 1) + B Ozdes-
ligi ve buradan da, x+ 1= Ax- A+ B 6zdesligi bulunur. Ozdesligin her iki
tarafindaki benzer terimlerin katsayilar esitlenirse,

A=1

A+ B=1
denklem sistemi bulunur. Bulunan sistemin ¢oziiminden A = 1, B = 2 degerleri
bulunur.

x+1 _ 1 45 1

(x-1F X1 (x-1y

Integral alinirsa,

((x + Dodx _ j dx +2[( dx

(x-l)2 Lot x'l)z
_ 4.2

Inlx-1 -1

bulunur.
\Iivm
(22-1) ax .
J W integralini aliniz.
X

Verilen rasyonel fonksiyonun paydasindaki polinom, a3 + &2 = x%(x + 1) sek-
linde carpanlarma ayrilir. Burada x carpani iki kere tekrarlanmistir.

2

2x° -1
( )54+B+C
A+ 52 X 52 x+1

Ikinci tarafin paydalar esitlenirse,

262-1 = x(x+ DA+ (x+ DB+ x2 C
= (A+C)x*+(A+B)x+B

dzdesligi bulunur. Ozdesligin iki tarafindaki benzer terimlerin katsayilar esitlenirse,

A =2
A+ B=0
B=-1

denklem sistemi bulunur. Sistemin ortak ¢6ziimiinden, A =1, B=-1, C'= 1 deger-
leri bulunur. Integrali alinirsa,

[l e ey s

23+ 52 X X2 o6
=In| x| + %C+ In|x+1| +¢

=In|x(x+1)] + %C+ c

sonucu bulunur.
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Kendimizi Sinayalim

J 69260[9;0 asagidakilerden hangisine esittir? 5. | e?* dx asagidakilerden hangisine esittir?
3x
1,2
a In|3x2-10]+ ¢ a. e Xy oc
2 _ .
b. In|x?-10[+ ¢ b, Loy ¢
c. In|3x2+10]+ ¢ 3
1 -2x
d. 6ln|x2—2‘+c C‘_Ee t e
e. Lin(a3+3)+¢ d. - L2y ¢
2 3
2, J o3 x2dx asagidakilerden hangisine esittir? e. i e2%4 ¢

3
a. e+ ¢

1

6. J e*”. xdx asagidakilerden hangisine esittir?
b. Lexs ¢

2
a.lex + c
2

3
c. Lexdy

[\

b.-Lex?+ ¢
2

1,33
d.§e +c c. eX’+ ¢

3 2
e. e¥+c d. eX 1+ ¢

1 52
3. [(x2+2x )5. (x + 1) dx asagidakilerden hangisine ¢ s e+

esittir? 179 . ) . -
5 5 1. [ex . (—) dx asagidakilerden hangisine esittir?
a (x2+2x) ‘e x?
12 1L
< . ex+
b.(x2+2x)>+c aze ¢
10 b —e%f ‘e
(x2+2x) )
- T 4+ 1
6 c. 2e¥+ ¢
(x2+2x) 1
d. 74 +C d. e x4+ ¢
6
(224 20) ‘e e_ix+c
18
4, 'xz Inxdx asagidakilerden hangisine esittir? (Inx) *dox = . o -
8. — asagidakilerden hangisine esittir?
3 3
a %lnx—%+c (lnx)5+c
s 5
X X 0
b—lnx+?+c b'(]ng) ‘e
2
cﬁlnx—£+c (inx) +c
3 18 3
Inx)*
dxs—alnx+x9—3+c d'%JrC
Inx
e. B + ¢
e. ﬁlnx + XB—S +c 6
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9. x tretim miktarini gdstermek tizere, bir firmanin mar-
jinal gelir fonksiyonu,
lirflenmistir. Buna gore, bu firmanin toplam gelir fonksi-
yonu asagidakilerden hangisidir?

a. 40 000 - &2

b. 40 000x - &2

c. 40 000x + x?

d. 40 000x -3x

e. X%
10. x tretim miktarint gostermek tlizere, bir firmanin
marjinal maliyet fonksiyonu, C'’'(x) = 8x + 100 olarak be-
lirflenmistir. Firmanin 40 birim tretim i¢in toplam maliyet
80 bin birim ise, toplam maliyet fonksiyonu asagidakiler-
den hangisidir?
42 + 100x + 60.000
4x2 + 100x + 69.600
422 + 10x + 09.000
42 + 100x + 70.000

e. 4x% + 100x
11. x Uretim miktarini gostermek {lzere, bir firmada
P’ (x) = 2x+ 500 olarak

belirlenmistir. Firmada 100 birimlik tretim icin toplam

O

marjinal kir fonksiyonu,

kar 20 bin birim ise, toplam kar fonksiyonu asagidakiler-
den hangisidir?
a. -x2 + 500x - 20 000
b. -x% + 500x + 20 000
c. &%+ 500
d. x? +500x - 30 000
e. -x? - 500x + 20 000

14.

J

[

Bernhard Riemann (1826 - 1866)

12. lx";ﬁ asagidakilerden hangisine esittir?
R " (x) = 40 000 - 2x olarak be- -
a. In 2 x-3 c
x+3
b. Inq/%=3 + ¢
x+3
c. In 61/ x-3 4 ¢
x+3
12 [
d. In ;/X=3 +¢
x+3
e. In ‘ x-3
13. eej: d’lc asagidakilerden hangisine esittir?
a. In(e*+ 1D+ ¢
b. In leX-11 +¢
c. Ine¥+c
d. Inl1-¢&l+¢
e. ev+ ¢
\ X\

a§ag1dakilerden hangisine esittir?

]nz\xl + c

In’| x|
2

+C

In2x + ¢
In’| x|
3
In*| x|

3

+c

Riemann’ in uzay geometri konusundaki calis-
malar, modern kuramsal fizigin gelismesine
onemli etkileri olmustur. Bu giin Riemann in-
tegrali olarak bilinen belirli integral kavramini
ortaya koymustur.

"Riemann gibi bir geometrici gercek diinyanin
en dnemli gizgilerinin hemen hemen hepsini
herkesten dnce sezmig olabilirdi."

\_ A. S. EDDINGT 0/V/







