Belirli Integral
ve Uygulamalari

Amaclar
Bu tiniteyi calistiktan sonray
@ belirli integralin tanuymini,

& belirli integralin alinisini,
& belirli integralin isletme ve ekonomik uygulamalarn égreneceksiniz.
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Belirli integral ve Uygulamalan

DIKKAT

Icindekiler
e Belirli Integral Tanim
e Belirli Integralin Uygulamalar

e Uniteyi cahisirken goreceginiz gibi, bu iiniteye baslamadan dnce belirsiz integ-
ral Rurallarim bir kere daba gozden gecirmeniz gerekmektedir.

*  Belirli integralin uygulamalar: icin de, tiirevle ilgili iiniteleri ve belir-
siz integral uygulamalarim da gozden gecirmeniz gerekmektedir.

Giris
Bir isletmenin, x degiskeni tiretim miktarini gostermek tizere marjinal mali-
yel fonksiyonunu,

MC(x) =2x + 3

olarak belirledigini varsayalim. Verilen marjinal maliyet fonksiyonundan yarar-
lanarak 200 birimlik tiretim icin firmanin toplam maliyeti ne olur?

Vermis oldugumuz problem ile 9. tinite girisinde verdigimiz problem arasinda-
ki farkr gérmektesiniz. Onceki problemde marjinal maliyet fonksiyonu verilerek,
toplam maliyet fonksiyonu istenmektedir. Bu problemde ise toplam maliyet fonksi-
yonu veriliyor, 200 birimlik tiretim icin toplam maliyetin ne olacag: sorulwyor. Bu
karsilastirma sonucunda, belirli integral sézkonusu problemlerin ¢éziimii icin
wygun bir yontem olmaktadir.

Belirli integral, iiniteyi calisirken géreceginiz gibi, fonksiyonu wverilen bir
egri ile x ve y eksenleri arasinda kalan alanlarm da besaplanmasinda
kullanmilmaktadir.
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BiR EGRi ALTINDAKI ALAN VE BELIRLi INTEGRAL
TANIMI

[a, b] kapali araliginda tanimli ve strekli f(x) fonksiyonunun gosterdigi egrinin,
S0 =2 0 olmak uzere, Sekil 10.1'de goruldigi gibi oldugunu varsayalim.

( A 2
y
] e — &)
O] S ,
> X
a= Xo tl XI tz Xy t3 X3.... Xn_| tn anb
- | Sekil10.1 g
la, b] araligmni  a= xy < x <X < X3 ... X, .1 < x, = b seklinde uzunlugu

biribirine esit 7 tane alt araliga bolelim ve herbir alt araligin uzunlugunu Ax ile
gosterelim.

Ax:b-ﬂ
n

dir.

Alt araliklar tzerinde keyfi olarak alinmis £, ¢ ... 1,, noktalart icin fonk-
siyonun aldigr degerler (1), [ (1, [ () ..... f(t,) olacaktr. f(x) fonksiyonu-
nun gosterdigi egri, x= a, x= b dogrulari ve x ekseni arasinda kalan alan, yak-
lasik olarak taban uzunluklart Ax ve yikseklikleri f(#)), f(#p, ..... f(z,) olan dik-
dortgenlerin alanlart toplami olarak yazilabilir.

S=f) Ax+ f(t) Ax + ... f(1,) Ax

Bu toplam, toplam sembolti yardimiyle,
n
S= Y f(t)Ax
k=1

seklinde ifade edilebilir. Aralik sayisini gosteren 72 degeri 7 — o iken Ax — 0
olacaktir. Verilen toplamin limiti, /(x) fonksiyonu surekli bir fonksiyon oldugun-
dan, vardir. Toplamin bu limitine belirli integral denir ve

n b
S=lim ¥ f(t)Ax= J FCx) dx
R =0 p 21 a
b
biciminde gosterilir. J S(x) dx  yazilisi, f(x) fonksiyonunun @ ile b arasinda-
a
ki integrali diye okunur. Burada a ya integralin alt sinir1, b ye integralin st

sinir1 denir.

Belirliintegral fonksiyonu f (x) olarak
verilen egriile [a, b] kapall araliginda
x ekseni arasinda kalan alanin bulun-
masi ile tanimlanmaktadir. Bu alan
bulunurken verilen aralik n tane alt
araliga ayriimakta, araliklarin taban
oldugu dikdértgenlerin alanlarinin
toplaminin limiti alinmaktadir.
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Belirli integralin Bazi Ozellikleri

S0 fonksiyonu [a, b] araligi Uzerinde pozitif, negatif ve sifir degerle-
ri de alabilir. Bu durumda, yukarida oldugu gibi keyfi x, x; ... x,, noktalar
a=xy<x<x..<x,, <x,=b kosulunu saglayacak sekilde alinarak [a, b]

araligt [x.q, x;]1 alt araliklarma bolinir. i =1, 2, ... n icin Ax; =[xy , x;]
ve t; € l[xz;,x;] olmak tuzere f f(#)Ax;  toplamina, Rieamann topla-
mu1 adi verilir. Bu toplam pozitif, neéa:tilf veya sifir olabilen bir sayidir. 7 — e ve
Ax; — 0 icin Rieamann toplamimnin limitine f(x) fonksiyonunun [a, b] araligin-

daki belirli integrali denir ve bu limit,

jbf(x)dx= im Y /(1)Ax
a oo

Ax; =0

seklinde ifade edilir.

f)]- :
ftp) |-

e

a= XO tl X tz X

) [ '

BELIRLIi INTEGRALIN BAZI OZELLIKLERI

Bu kesimde, belirli ve belirsiz integral tanimlarindan elde edilebilecek kimi énem-
li ozellikler verilecektir. Bu 6zellikler yardimiyle, limit hesaplamasina girmeden
belirli integrallerin hesaplamalarini yapacagiz.
a
0 | Seode=0
a
b a
b)j SO0 dx = - L FCx) dbx
a

b b +b
o j [ FGo) £ g(o)] dx =[ Fx) dx + j g (o) dx

d) a<c<b icin lbf(x)dx = Icf(x)dx +jbf(x)dx
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e) integral hesabin birinci temel teoremi: f(x), [a, b] aralig: tizerinde siirek-

li bir fonksiyon ve a < x< b ise,
X
Flx) = ] ) dt
a

olarak tanimlanan F(x) fonksiyonu tirevlenebilir ve F'(x) = f(x) dir.

f) Integral hesabin ikinci temel teoremi: F(x), [a, b] aralig: {izerinde strekli
bir fonksiyon ve F(x) de tirevi f(x) olan bir fonksiyon (yani F'(x) = f(x))
ise,

b
j FGo) dx = F(b) - Fa)
dir.

Bu ozelliklerden son ikisi tizerinde kisaca duralim: f(x), [a, b] aralig: tizerin-
de surekli bir fonksiyon, x € (a, b) ve h > 0 olsun. Kolaylik icin f(x) in grafi-
gini sekilde oldugu gibi kabul edelim.

( )

Mh)

f )

m (h)

Y X%

a X x+h b
: L Sekil10.3 g

[x, x + h] araligi icinde f(x) in aldigt en buyik deger M (h), en kuclk

deger m (h) olsun. Tabani h ve vyiksekligi M (h) olan buyik dikdortgenin
alant h . M (h), tabant h ve yuksekligi m (h) olan kuctk dikdortgenin alani
h. m(h), f(x) in grafigi alunda ve [x, x + h] aralig1 tstiinde kalan bolgenin ala-

x+h
ni l f@® dt oldugundan, bu alanlar arasinda

hn (h) < rﬁh S dr < h(h) 1

esitsizligi yazilabilir. Diger taraftan x < ¢ < x + h olmak tzere, F(x) fonksiyonu-
nun tanimlanisina gore,
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JM £ di = JM S@ i+ CF di = j’” Fodi-[" fo di = Foesh) - FGxo

oldugundan (1) esitsizliginden

F(x + h)- F(x) <

m(h) < o

M(h)

esitsizligi elde edilir. h — 0 iken m (h) — f(x) ve M) — f(x) oldugundan

F(x + h)- F(x)

= < flo)

f s i,

veya buradan
F'(x0) = f(x)

elde edilir. Boylece integral hesabin birinci temel teoremi, yani (e) ozelligi kanit-
lanmis olur.

Bu teorem, integral ile tirev arasindaki onemli iliskiyi verir. Bu iligski sayilar
icin "kare alma" ile "karekok alma" arasindaki iliskiye benzemektedir. Eger pozi-
tif bir sayinin karesini alirsaniz, elde edilen sayinin karekokt baslangictaki sayi-
dir. Benzer olarak, siirekli bir f(x) fonksiyonunun : S@dt ile tanimlanan

ilkeli (belirsiz integrali) olan F (x) fonksiyonunun tirevi f(x) dir.

Integral hesabin ikinci temel teoremine gelince: f(x), [a, bl aralig: tize-
rinde stirekli bir fonksiyon ve F(x) de F'(x) = f(x) olacak sekilde bir fonksi-
yon olsun. a < x < b icin birinci temel teoreme gore,

X
a

A= o ar

olarak tanimlanan A (x) fonksiyonunun tiirevi f(x) dir. Boylece F'(x) = f(x) ve
A'(x) = f(0) oldugundan F(x) ile A (x) fonksiyonlar: birbirlerinden bir sabit ka-
dar farklidirlar, yani dyle bir ¢ sabiti vardir ki,

A -F@=c veya A =F +c

dir. Bu esitlikte sirastyla x = a, x = b yazalim. x = a icin

A(a)=rf(t) di =0, yani A(a)=F(a)+c=0 veya c=- F(a)

a

olur. Buradan, x = b icin
b
AD) =J fWdt=FWb)+c=FWb)- Fla)
a
veya kisaca

b
j F dt = F(b) - Fa)
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x=b
sonucuna ulasilir. Bazen F(b) - F(a) fark: yerine [ F(x)] ~ gosterimi de
kullanilir; Baska bir ifadeyle,

x=b

b
L F@ dt =[Fx0)]

X=da

olur. Bu formil bize ilkeli bilinen bir fonksiyonun belirli integralinin kolayca he-
saplanabilecegini gosterir.

2 3 2
J (2x + x?) dx ={x2+x—}
2 3 2

{59

3x dx

O V1+3 42

r@

integralini besaplayiniz.

Degisken dontsimi yontemi uygulanacaktir.

u=1+3x> = du= 6xdx

d = du
6x

Burada belirli integralin limitleri de yeni degiskene gore belirlenecektir.

x=0 icin u=1+3x*=1+3.0=1

x=V8 icin wu=1+3.(8)=1+3.8=25

Verilen kuralin uygulamalari 6rnek-
lerle verilmistir. Degiskeni dontisti-
rirken ne sekilde bir islem yapilacagi
belirsiz integral {initesinde aciklan-
mistir.
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Belirli integral hesaplanirken degisken /8 25
donusturdliirse, integralin limitlerinin J 3x—dx =1 J @
de yeni degiskene gore dontstirl- 0 1/ 1+ 2 201 Vu
mesi gerekir. 3x

S
L IHT’C dx  belirli integralini besaplayimz.

Bu integralin hesaplanabilmesi icin degisken donlsimi yontemi uygulanacaktir.

u=Inx = du=2L1 dx
X

xdu = dx

x=1 icin wu=Inl=0

x=e icin wu=Ilne=1

o o] -

1 X

1
L V1- x dx  belirli integralini besaplayimz.

Bu integralin hesaplanabilmesi icin de degisken donisimi ydontemi uy-
gulanacaktir.

u=1-x = du=-dx

x=-3 icin wu=1-x

I

1+3=4

x=1 icin wu=1-x

1-1=0

Jlgmdx =-ﬁ)1/ﬁdu=jzw/ﬁdu _ {%um}z*: 16

Asagidaki orneklerde belirli integalin isletme ve ekonomideki uygulamalarint
bulacaksiniz.
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Tiirkiye’de yaymnlanan bir gazetenin, t degiskeni yillar: gostermek iizere,
satislarmn artig,

S(t) =100 e!

Jonksiyonu ile belirlenmigtir. Ik 10 yil icinde bu gazetenin toplam satigt
ne olur?

Gazetenin ilk 10 yildaki toplam satisint bulmak icin # =0, £ =10 limitleri ara-
sinda verilen fonksiyonunun belirli integral alinmalidir.

10 10 10
JO 100 e dr = 100 [0 e’ dr = 100 [e’], = 100(e"- 1) = 2202546

olur (e!® = 22026,46 olarak almmistir).

t degiskeni ay olarak zamam gostermek iizere, bir isletmenin aylar itiba- m
riyle satislari,

S(#) =30Vt + 100

Jonksiyonu ile belirlenmistir. Bu isletmenin ilk 4 aydaki satislar: toplama
nedir?

4
Satislar toplami = [o (30\/? + 100) dt

4
[j(so;1/2+1oo)dt= 20 ¢ V1 +100 4] =20 4. Vi + 400

160 + 400 = 560

Bir firmada, x satis miktarini gostermeR tizere, marjinal gelir fonksiyonu, m
R (0 =-0,02x + 100

olarak belirlenmistir. Buna gore;
a) 100 birimlik satis icin toplam gelir ne olur?
b) 10 ile 50 birim arasmnda yapilan satislar icin toplam gelir ne olur?

] 100
D) R(x) =L (- 0,022+ 100) dx

100
- 0,01 + 100x]O =-0,01.(100)* + 100 . 100

- 100 + 10.000 = 9900 birim

50 50
1

b) R(x)= j - (- 0,02x + 100) dx =[- 0,01x% + 100x]10 = 3976 birim
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m Bir firmawmin, x iiretim miktar: olmak iizere, marjinal gelir fonksiyonu,
MG = f(x) =20

olarak belirlenmistir. Buna gore;
a) 500 birimlik tiretim icin toplam gelir ne olur?
b) 200 ve 1000 birimlik arasinda tiretim icin toplam gelir ne olur?

500 500
) [O 20 dx = [20x]0 =20 . 500 = 10 000 birim

1000 1000
b) j 20 dx=[20x] =16 000 birim
200 200
i
m Asagida verilen belirli integralleri hesaplayiniz.
Bu sorulara kolayca yanit 1. Jl e du
verebilmeniz icin belirsiz integral 0

kurallarini yeniden gdzden geciriniz.

2. r (3x% - 4x) dx

(=}

3. J (4x3 - 9x?) dix

2
0

Vx?+1. xdx

9. Jol (2x- 1) dx

10. Bir firmada, x Uretim miktarini gostermek tzere, marjinal gelir fonksiyonu,
MG = 10x olarak belirlenmistir. Bu firmanmn 20 birim Uretim yaptiginda toplam
geliri ka¢ birim olur?

11. Bir firmanin, x degiskeni yillar1 gdstermek tizere, satiglarinin artisi, S (x) = 9x2
fonksiyonu ile belirlenmistir. ilk 3 yil i¢cinde bu firmanin satislart ka¢ birim olur?
12. Bir tilkede, t degiskeni yillart gdstermek tizere, niifus S () = e2! fonksiyo-
nu ile verilmistir. Bu tilkede ilk 10 yil icinde ntfus ka¢ birim artar?
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BELIRLI INTEGRALIN ALAN HESAPLARINA
UYGULANMASI

Belirli integrali tanimlarken bir f(x) =2 0 fonksiyonunun gosterdigi egri ve  Bir f(x) = 0 fonksiyonunun goster-
digi egri ile x = a, x = b dogrulari
ve x ekseni arasindaki alan,

x=a, x=>b dogrulariyle x ekseni arasinda kalan alanin,

S= j:fm dx s=j: Fx) dx

belirli integrali ile bulunur.

Eger f(x) = 0 ise, fonksiyonunun
gosterdigi egri ile x ekseni arasinda-
ki alan

belirli integraliyle ifade edilebilecegi aciklanmusti.

( 2 b
X 5- —} F(x) dx
f (9 :

belirli integrali ile hesaplanir.

Eger f(x) fonksiyonunun gosterdigi egri ile x = a, x = b dogrulart arasinda
kalan alan asagida Sekil 10.5 (a)'da gorildiugi gibi buitiintiyle x ekseninin altinda
kaliyorsa, alan,

b
S=- Lf(x) dic

belirli integrali ile bulunur. Eger f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda hem pozitif
hem de negatif degerler aliyorsa, istenilen alan

c b
- Lf(x) dx j S dx

integraliyle hesaplanir [Sekil 10.5 (b)].

( )

@) (b)
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f(X) =1-x2 fonksiyonunun gosterdigi egri ile x ekseni arasmdaki ka-
lan alanm besaplayiniz.

Verilen fonksiyonunun gosterdigi egri asagida Sekil 10.6'da gosterilmistir.

r

N\

Ay

Bu gibi 6rnekleri cozerken, dnce I
verilen fonksiyonun grafigini

cizmemiz gerekir. Bu gibi cizimlerin
ne sekilde yapilacag tirevle ilgil
Unitelerde agiklanmistir.

Sekilde taralt olarak gosterilen alani belirli integral yardimiyle bulacagiz.

S=fl(1-x2)dx {x_le: (1-l)-(-1+ 1) =1-l+1-1g

3 3 3 3

f) =x2+1 fonksiyonunun gésterdigi egri x = 0, x = 1 dogrulari ve x
ekseni arasinda kalan alan: bulunuz.

Alan bulma problemlerinde 6nce verilen fonksiyonun grafiginin cizilmesi uygun
olur. f(x) = 2% + 1 fonksiyonunun gosterdigi egri ile istenilen alan tarali olarak
asagida Sekil 10.7 de gosterilmistir.

7

A
x =0 dogrusunun y ekseni oldu- y
gunu hatirlayiniz.

Y
>
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S = x2 - 4x + 3 fonksiyonunun gosterdigi egriile x; =1, x, =3 nokta- m
lari ve x ekseni arasinda kalan alan: besaplayiniz.

Bildiginiz gibi f(x) = &% - 4x + 3 fonksiyonu c¢izildiginde bir parabol belirtir. Bu
paraboliin tepe noktast 7(2, - 1) dir. f(x) fonksiyonunun gosterdigi egri ile bu-
lunmast istenen alan asagida Sekil 10.8 de gosterilmistir.

7

\ Sekil 10.8

Sekilden gorialdugl gibi istenilen alan x ekseninin altinda kalmaktadir.

S=—Ls(x2-4x+3)dx =-{x—3—2xz+343 =—{(9—18+9)—(l3—2+3ﬂ

3

[ = Inx fonksiyonunun gosterdigi egri X1 = 15, x2 =¢ dogrulart ve x m
ekseni arasinda kalan alam bulunuz.

[0 = Inx fonksiyonunun gosterdigi egri ile sinirlanan bulunmast istenilen alan
taral olarak asagidaki gosterilmistir.

7

4

f(x) = Inx

12

Sekilde gorildugt gibi, bulunmast istenilen alanin bir kismt x-ekseni altinda, bir
kismt ise x ekseninin ustiinde kalmaktadir. O halde bulunmas: istenilen alan iki
belirli integralin toplanmasiyle bulunacaktir.
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S=- Ll/z Inx dx + Le Inx dx

Bu integralin alinmasi kismi integrasyon yontemi ile yapilacaktir.

1 e

S=-[xlnx - x]m + [xlnx - x]l

=-{(1.ln1-1)-(1§ln1§-1§ﬂ + [(elne-e)-(l.lnl— 1)]

1.1 TR ] 2
Elr1ﬂ+1 2(3 In2) br

Belirli integral iki egri arasindaki alanin bulunmast icin de kullanilir. Simdi f(x)
ve g (x) seklinde verilmis iki fonksiyonun gosterdigi egriler ile x = a, x = b dog-
rulart arasinda kalan alan asagidaki Sekil 10.10 da gortldigu gibi olsun.

-
My

f (x) ve g (x) gibi verilen herhangi ~ Sekilde goruldigi gibi f(x) = g (x) olarak verilmistir. Tarali alan,
iki fonksiyonun gosterdigi egriler ile
x=0a, x=b dogrulari arasinda kalan

b
alan, s=j [ Fo)- gGo) ] dx

b

J [Flx)-g )| dx
e o belirli integrali yardimiyle bulunur.
belirli integralinin  yardimiyla

hesaplanacaktir.

\ T
mm f(0 = x2 ve g(x) = x fonksiyonlarimn gosterdikleri egriler arasinda ka-
lan alan nedir?

Once verilen fonksiyonlarin grafiklerini cizelim. f(x) = x2 fonksiyonu te-
pesi baslangic noktasinda olan bir paraboldir. g (x) = x ise birinci aci-
ortayint gostermektedir.
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Bu iki fonksiyonun grafikleri 0(0,0) ve A (1, 1) noktalarinda kesisirler. Burada

.
f=x 17 g () =x
A1)
> X
0

GO —

sekilde gortilen tarali alanin hesaplanmasi istenmektedir.

S=|: [ 2- x2] dx = {x——x—J = 15—13 =

2 3
2113

16 br?

f(x0) = &%

ve g(x)=-x2-2 fonksiyonlarimin gosterdikleri egriler ile

x =-1, x =3 dogrular: arasinda kalan alan nedir?

S ve g () fonksiyonlarinin grafikleri ile istenilen alan asagidaki Sekil 10.12
de gosterilmistir.

r

y f(x)=x2
-] I P
/_2
/ g(x)=-x2-2
\
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m F() =x2-2x ve g(x) =-x-4 fonksiyonlarimn gésterdikleri egriler ile
Orneklerde gorildugu gy, verilen X = 0, X = 3 dogrular: arasinda kalan alan: bulunuz.

fonksiyonlarin cizimlerini yapmadan
alan hesaplamas| yapmayiz.

[ () ve g (x) fonksiyonlarinin grafikleri, x = 0, x = 3 dogrulart arasindaki alan
asagidaki sekilde gosterilmistir.

( )

y f )

g (x)

-4

S= E (202 - 20¢) - (- - 4)] aix

=E (x2-x +4) dx

W

{x_-x_z+4xr= 3B b
32 2

S =x2-10x wve g(x) =- 2+ 10x fonksiyonlarimn gosterdigi egriler
arasmdaki alan nedir?

[(x) ve g (x) fonksiyonlarinin kesim noktalarini bulmak icin ortak ¢oztimiin ya-
pilmast gerekir.

X2 - 10x = - 2% + 10x

= 2 _ =
Ornekte verilen f(x) ve g(x) fonksi- 2x° - 20x=0
yonlarinin gésterdikleri egrilerin ke- x=0, x=10
sim noktalarini bulmak gerekmekte-

lemlerinin ortak céziimi e bulunut S ve g (x) fonksiyonlarinin gosterdikleri egriler ile hesaplanmasi istenilen
alan asagidaki sekilde tarali olarak gosterilmistir.
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25

f(x) =x2-10x

g(x) =-x2+ 10x

S= Ljo (- x2 + 10x) - (x2 - 10x)] dx = ro (- 2% + 20x) dx = {— % + 1Ox2}

=-%§Q+1mm =1%@,m2

BELIRLI INTEGRAL YARDIMIYLA TUKETICI VE
URETICI RANTININ HESAPLANMASI

Bir tiiketici, almak istedigi bir tiketim mali icin uygun gérdiigt bir fiyati 6deme-
ye hazirdir. Tiketici bu mali alirken 6deyecegi fiyat 6demeye hazir oldugu fiyat-
tan daha distk ise aradaki farka tiiketici rant1 denir. Baska bir deyimle, tiiketi-
ci 6demeye hazir oldugu fiyattan daha duistk fiyattan bir mal aldigi icin kazanch
cikacaktir.

Tuketici rantin1 talep fonksiyonu yardimiyla belirleyecegiz. Bildiginiz gibi, bir
malin talep edilen miktarlariyla bu malin fiyatlar arasinda talep fonksiyonu dedi-
gimiz bir fonksiyonel iliski vardir.

Talep ile fiyat arasindaki iliski ters yonlt oldugu icin talep fonksiyonu azalan
bir fonksiyondur. Asagida bir malin fiyat p, talep edilen miktarlar x ve (x , py)
denge noktasi olmak tizere p = f(x) ile talep fonksiyonunun grafigi Sekil 10.15'de
gosterilmistir.

AD

(x0 » Po)

Po

P=f()

Y

X0

Ekonomi derslerinde tanimlarini bil-
digimiz Uretici ve tliketici rantlarinin
belirli integral yardimiyle nasil bulu-
nacadi aciklanacaktir.

Tuketici rantinin bulunmasi icin fir-
manin talep fonksiyonunu belirleme-
si gerekmektedir. x, fiyat dlizeyin-
de tiketici ranti,

X0
TR=J f (x) dx - poxo
0

seklinde hesaplanir.
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Sekilde tarali olarak gosterilen alan tiiketicinin 6demeye hazir oldugu ve daha
distik fiyattan mal aldig icin 6demedigi tutart gostermektedir. Bu alan verilen ta-
nima gore tiketici rantint verecektir.

TR = j:“ ) dx- poxo

Talep fonksiyonu p = 50 - 3x olan bir mal icin talep miktar: 10 birim ol-
dugunda tiiketici rantin: bulunuz.

Xo =10 icin py =50 -3.10 =20
oldugundan

10
ne=j0 (50 - 3x) dx- 10 . 20

2 10
= {SOx— ﬂ} - 200
2 0

=500 - 150 - 200 = 150 birim

olacaktir.

m

60

3+x

Talep fonksiyonu p= olan bir mal icin fiyat p,=5 oldugunda tii-

ketici rantin: bulunuz.

bo = 5 icin talep fonksiyonu yardimiyla talep miktart olan x; degerini bulalim.

_ 00

—3+x0 x0=9

9
— [ (-0 .
1R Jo = dx - po. Xo

=601 |x+3[]7-9.5=60 [In12-1n3]-45

=601In4-45=1201n 2 - 45 birim

Talep fonksiyonu p=->+9 olan bir mal icin x,=2 degerindeki
tiiketici rantint bulunuz.

Xy = 2 ye kars1 gelen p, degeri, talep fonksiyonundan,
Po=-@2?%+9=5

olarak bulunur.
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TR=LZ(-x2+9)aIx-S.2

2

3
=_x7+ -10 =
{ 3 9xh

16 birim
3

Bir malin arz fonksiyonu, bu malin fiyatlariyla bu fiyatlarda arz edilen miktarlari
arasindaki fonksiyonel iliskiyi gostermektedir. Bir malin arz edilen miktarlari x
degiskeniyle, fiyatlari ise p degiskeni ile gosterilirse, talep fonksiyonuna benzer
sekilde arz fonksiyonu,

p=[f(

olacaktir. Arz fonksiyonu, iktisat derslerinden bildiginiz gibi, artan bir fonksiyon-
dur. Arz fonksiyonu ile (%, , py) denge noktast asagida Sekil 10.16 da genel ola-
rak gosterilmistir.

A
P p=f

Po (x0 » Po)

>

X

X0
- | Sekil 10.16 g

Bir Gretici Grettigi mallari piyasada satmaya hazir oldugu fiyattan daha ytksek
bir fiyattan satarsa daha fazla bir kazan¢ elde eder. Iste bu kazanca tiretici rantt
denir.

Sekilde bu rant tarali alan olarak gosterilmistir. Tiketici ranti belirli integralin
alan bulma uygulamasi yardimiyla,

UR=poxo - J Of(x)dx
0

formiliyle bulunur.

Ekonomi derslerinde gordigumiiz
gibi, arz fonksiyonu verildiginde
Uretici rantinin nasil bulunacag aclk-
lanacakti. Eger f(x) = p arz fonk-
siyonu ise dretici ranti, (xq , po)
noktasinda,

. X0

UR = poxo-l f (x) dx

0

formltyle bulunur.

x degiskeni iiretim miktarlarim p degiskeni fiyatlar:i gostermek iizere,
bir mal icin arz fonksiyonu,

p=Vx+9

olarak belirlenmistir . Talep miktart x,= 7 oldugunda iiretici rantini
bulunuz.

NEK 24
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po=V7+9 =4  oldugundan

UR =4.7-[7Vx+9dx
0
5
=28-{2§(x+9) Vx+9}
o

=28—%.16.4—%.9.3}=% birim

bulunur.

m Bir malicin x degiskeni miktar:, p degiskeni fiyat: gostermek iizere arz
ve talep fonksiyonlar: asagidaki sekilde belirlenmigstir.

p=20-3x2 Talep fonksiyonu
p=2x? Arz fonksiyonu

Bu fonksiyonlardan yararlanarak denge noktasindaki tiiketici ve iiretici
rantlarini bulunuz.

Denge noktast arz ve talep fonksiyonlarinin kesim noktasidir. Denge noktasinda-
ki fiyat ve miktar1 bulmak icin verilen fonksiyonlart ortak ¢ozelim.

20 - 3x% = 2x%
20 = 542
4=x2 = x==%2, xy=-2 olamayacagindan x,=2 , p, =8 olur.

7R=Lj(20—3x2)dx 2.8 = [20x -’ -16 =16 br
bulunur. Benzer olarak,

")
UR=2.8-r(2x2)dx= 16{&} -2

0 31, 3
bulunur.
i
m Asagida verilen arz ve talep fonksiyonlarindan yararlanarak yanlarinda gosterilen

tiyat diizeylerindeki Uretici ve tiiketici rantlarini bulunuz.
1. Talep fonksiyonu p=-2x+ 3 ise x, =1 noktasindaki tiiketici rantt nedir?

2. Arz fonksiyonu p=4x+ 7 ise x, =1 noktasindaki tretici rantin1 bulunuz.
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Kendimizi Sinayalim

1. f(x) = &2 paraboli, x =1, x = 2 dogrulart ve x ek-
seni arasinda kalan alan nedir?

13

3

a.

i
_
=

[= W|5 w‘

—_
w

2. f(x) =9 - x2 paraboli x=-2, x=3 dogrulart ve
x ekseni ile sinirlanan bolgenin alani ka¢ birim karedir?
87

5

a.

3. f(x) = 2x - x2 paraboli x=-1, x=2 dogrulari ve
x ekseni arasinda kalan bolgenin alanit ka¢ birim karedir?

~l

=
Wl W

a
w5 w|E w3

4. f(x) = 2x% ve g(x) =27 - &% parabolleri ile sinirlanan

bolgenin alan: ka¢ birim karedir?

a. 108
b. 107
c. 106
d. 105
e. 100

5. f(x) = &2 paraboli ve g (x) = -x dogrusu arasinda
kalan bolgenin alani ka¢ birim karedir?
a 2

2

b.

A\N[= N [=

QD | =

6. x talep miktar ve p de fiyat olmak tizere, bir mal icin
talep fonksiyonu,
p=-x+3
olarak belirlenmistir. Buna gore, x, = 2 icin tiiketici ran-
tt nedir?
a.

o a0 T
NI— = o W

7. x Uretim miktart ve p fiyat olmak tizere, bir mal icin
arz fonksiyonu,

p=16 + x

olarak belirlenmistir. Buna gore, x, = 6 i¢in Uretici ranti
nedir?

a. 12

b. 13

c. 15

d. 18

e. 20
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Sir Isaac Newton (1643 - 1727)

Giiniimiiz diferansiyel ve integral hesabin ku-
rucularindan olan Newton, optik ve yercekimi
konularindaki caligmalari onun diinyanin en
bilyiik bilim adamlarindan biri olarak bilinme-
sine neden olmustur.
"Diferansiyel ve integral hesap her kilidi agan
dyle bir anahtardir ki, onun sayesinde mate-
matikgiler geometrinin ve onun sonucu olarak
da doganin sirlarini kesfederler"

P. BERKELEY
"Modern matematik gittikce hesap yerine dii-
stinceye yéneliyor. Buna ragmen matematigin
bazi dallarr vardir ki, hesaplama her zaman
dnemini koruyacaktir."
\ P. G. LEJEUNE - DIRICHLET

J




