
Amaçlar
Bu üniteyi çal›flt›ktan sonra;

‹ki bilinmeyenli do¤rusal denklem sistemlerinin grafik çözümlerini
yapabilecek,
n-bilinmeyenli do¤rusal denklem sistemlerinin çözüm yöntemlerini
ö¤renecek,
Ekonomide arz ve talep aras›ndaki iliflkinin matematiksel olarak ifade edil-
mesine bir örnek olarak, do¤rusal arz-talep fonksiyonlar›n› inceleyecek,
denge fiyat› ve denge miktar›n›n bulunmas›n› ö¤reneceksiniz. 
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‹çindekiler
• ‹ki Bilinmeyenli Do¤rusal Denklem Sistemleri    
• n ≥ 3 için n - Bilinmeyenli Do¤rusal Denklem Sistemleri
• Bilinmeyen Say›s› n, Denklem Say›s›n› m Olan Sistemlerin Çözümleri
• Arz-Talep Fonksiyonlar› ve Denge Miktarlar› ‹çin Do¤rusal Bir Model 

• Ünite içinde geçen size yeni olan kavramlar üzerinde düflünmelisiniz,
örnekleri dikkatlice incelemelisiniz.

• Verilenlerin ve bulunmas› istenilenlerin neler oldu¤unu öncelikle belir-
lemelisiniz.

• Size b›rak›lan al›flt›rmalar› ka¤› ve kalem kullanarak çözmelisiniz.

Girifl
Bir g›da pazar›, fiyatlar› 1,5 milyon TL/kg ve 2 milyon TL/kg olan iki çeflit çay› ka-
r›flt›rmak suretiyle 100 kg karma çay haz›rlam›flt›r. Bu karma çay›n fiyat› 1,8 mil-
yon TL/kg olarak belirlenmiflse, 100 kg karma çay içindeki ucuz ve pahal› çay
miktarlar› ne olur?

Ortaö¤retim y›llar›nda yukar›daki türden problemlerin çözümleriyle u¤raflm›fl
olmal›s›n›z. Bu türden bir problemi çözmek için, ad›na iki bilinmeyenli denklem-
ler dedi¤imiz denklemlerden yararland›n›z. Çeflitli havuz problemlerinin, faiz
problemlerinin uygun biçimde oluflturulan denklemler yard›m›yla kolayca çözü-
lebildi¤ini an›ms›yor olmal›s›n›z. fiimdi ise, daha çok bilinmeyen ve daha çok
denklemden oluflan sistemlerin çözümleri üzerinde duraca¤›z. Ad›na do¤rusal
denklem sistemi diyece¤imiz bu tür denklem sistemlerinin çözümlerinin varl›¤› ve
tekli¤i konular›n› araflt›raca¤›z.

Matematikte oldu¤u kadar istatistik, fizik, biyoloji, mühendislik, ekonomi gibi
alanlar için de birçok problem bir do¤rusal denklem ya da do¤rusal denklem sis-
temi biçiminde ifade edilir ve çözümü aran›r. Bazen do¤rusal denklem sistemi
olarak ifade edilemeyen problemler de do¤rusal denklem sistemine dönüfltürülerek
yaklafl›k çözümler bulunmaya çal›fl›l›r. Bu nedenle do¤rusal denklem sistemleri
do¤rusal cebirin önemli bir konusunu oluflturur.

Bu ünitede, genel do¤rusal denklem sistemlerinin ifade edilifli, homojen ve ho-
mojen olmayan sistemlerin çözümlerinin varl›¤› ve tekli¤inin araflt›r›lmas›, yok et-
me yöntemiyle çözümün bulunmas› konular› üzerinde duraca¤›z. Daha sonra,
matrisler konusunun ifllendi¤i ünite içinde de matris yöntemleriyle do¤rusal denk-
lem sistemlerinin çözümlerinin bulunmas›n› yeniden ele alaca¤›z.
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‹K‹ B‹L‹NMEYENL‹ DO⁄RUSAL DENKLEM S‹STEMLER‹

‹ki bilinmeyenli bir do¤rusal denklem sisteminin grafik ve analitik

çözümünün bulunmas›d›r.

a, b gerçel say›lar, a ≠ 0 ve x bir bilinmeyen olmak üzere ax + b = 0 biçiminde

bir eflitli¤e bir bilinmeyenli bir do¤rusal (lineer) denklem denildi¤ini biliyoruz.

Böyle bir denklemi  sa¤layan tek bir say› vard›r; bu say›  d›r. Bu say›ya

ax + b = 0 do¤rusal denkleminin çözümü denir. Örne¤in, 3x +2 = 0 do¤rusal

denklemin çözümü dür.

a, b, c gerçel  say›lar ve a ≠ 0 , b ≠ 0 olmak  üzere, x, y bilinmeyenleri için

ax + by + c = 0 biçimindeki bir eflitli¤e iki bilinmeyenli bir do¤rusal denklem de-

nir. Böyle bir denklemin koordinat düzlemde bir do¤ruyu temsil etti¤ini biliyoruz.

Dolay›s›yla bu do¤ru üzerindeki herhangi bir noktay› temsil eden (x , y) s›ral› iki-

lisi ax + by + c = 0 denklemini sa¤lar, yani denklemin bir çözümüdür. Bu neden-

le böyle bir denklemin sonsuz çoklukta çözümü vard›r. y bilinmeyenini  x e ba¤-

l› olarak çözersek,  bulunur. x in alaca¤› her farkl› de¤ere karfl›-

l›k y nin farkl› bir de¤eri bulunur. O halde (x , y) çözümlerinin her birisi do¤ru

üzerinde bir noktay› gösterir (fiekil 11.1). Sözgelifli, 2x - 3y + 1 = 0 do¤rusal

denkleminin  (0 , 1/3),  (1 , 1),  (2, 5/3)   çözümleri  2x - 3y + 1 = 0 do¤rusu üze-

rinde birer noktan›n koordinatlar›-

d›r.

fiimdi iki bilinmeyenli iki do¤-

rusal denklemin birlikte verildikle-

ri durumu ele alal›m. Bu denklem-

ler, genel halde

a1x + b1y + c1 = 0
a2x + b2y + c2 = 0

olsunlar. Bu denklemlere iki bilin-

meyenli iki denklemden oluflan bir

do¤rusal denklem sistemi denir.

Denklemleri birlikte sa¤layan bir (x0, y0) ikilisi sistemin bir çözümüdür. Böyle bir

do¤rusal denklem sisteminin çözümünü aramak, geometrik olarak, düzlemde bu

denklemlerin temsil etti¤i do¤rular›n kesim noktas›n› aramak demektir. Do¤rula-

r›n paralel olmas› durumunda hiçbir ortak çözüm olmayacakt›r [fiekil 11.2 (a)]; ça-

k›fl›k olmalar› durumunda sonsuz çözüm [fiekil 11.2 (b)], kesifliyor olmalar› duru-

munda ise tek çözüm olacakt›r [fiekil 11.2 (c)].

y = - 1
b
 ax + c  

x = - 2
3
 

x = - b
a 
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2x + 3y = 10
- 8x + y = 25
do¤rusal denklem sistemini çözünüz.

Bu denklem sistemindeki denklemlerden her biri bir do¤ru denklemidir.

oldu¤undan bu do¤rular kesiflirler. Dolay›s›yla verilen denklem sisteminin tek bir
çözümü vard›r. fiimdi bu çözümü yok etme yöntemiyle bulal›m. Bu yönteme gö-
re, önce her iki denklemde bilinmeyenlerden birinin katsay›lar›n› eflitleyerek, bi-
linmeyenlerden birini yok edip ikincisini hesaplayal›m. Bunun için birinci denk-
lemi 4 ile çarp›p ikincisi üzerinde toplayal›m;

4 /2x + 3y = 108 x + 12y = 40
-8x + y = 25 -8x + y = 25

13y = 65   Æ y = 5

bulunur. y = 5 de¤erini birinci denklemde yerine yazal›m:

olur. 

olur. Böylece sistemin tek çözümü

olarak bulunmufl

olur. Do¤rular›n kesim noktas›

- 5
2
 , 5    dir.

x = - 5
2
  , y = 5
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ly 0
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Do¤rular paralel
Sistemin çözümü yok

Do¤rular çak›fl›k
Sistemin sonsuz çözümü var

Do¤rular kesifliyor
Sistemin tek çözümü var

1 1 1

(a) (b) (c)

x  , y( 0 0)

a2 x + b2y + c2 = 0

a x + b y + c  = 0a 1x + b1y + c1 = 0

a 2x + b2y + c2 = 0
a 2x + b2y + c2 = 0

a 1x + b1y + c1 = 0

Ö R N E K  1

2x + 3y = 10   do¤rusunun e¤imi  - 2
3
   ve   - 8x + y = 25   do¤rusunun e¤imi  8

2x + 3(5) = 10
 

2x = 10 - 15
 

2x = -5
 

x = - 5
2

y

x0

2x + 3y = 10

10
3

5
2

 , 5

  - 25
8

5

-8x + y = 25
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3x - 2y = 7
-21x + 14y = -49
denklem sistemini çözünüz.

Bu denklem sisteminin denklemlerinin temsil etti¤i do¤rular›n e¤imleri eflittir; 
m = 3/2   dir. Dolay›siyle bu do¤rular ya çak›fl›kt›r ya da birbirlerine paraleldir.

y - eksenini kesim noktalar› da ayn›, oldu¤undan bu do¤rular çak›fl›kt›r. O

halde bu do¤ru üzerindeki her bir nokta sistemin bir çözümüdür; yani verilen sis-

temin sonsuz çoklukta çözümü vard›r. fiimdi cebirsel olarak bu sonucu do¤rula-

yal›m.

7 / 3x - 2y = 7 Æ 21x - 14y = 49
-21x + 14y = 49 -21x + 14y = -49

0 = 0

Bu sonuç sistemin iki denkleminin eflde¤er oldu¤unu gösterir. Bu nedenle bu
denklemlerden birisi, diyelim ki  3x - 2y = 7  denklemi,  al›narak  çözüm yap›l›r.

3x - 2y = 7 denkleminin x e ba¤›ml› çözümü,

olur. x de¤iflkeninin alaca¤› her bir

de¤ere karfl›l›k y nin bir de¤eri bu-

lunur. Bu nedenle verilen sistemin

sonsuz çoklukta çözümü vard›r.

Baz› özel çözümleri yazabiliriz:

-4x + 3y = 9
12x - 9y = 15

denklem sistemini çözünüz.

Önce geometrik olarak çözümün var olup olmad›¤›n› görelim. Denklemlerin her

birinin gösterdi¤i do¤runun e¤imi  dir. Fakat bu do¤rulardan birincisinin

y-ekseninin kesim noktas› 3, ikincisinin  oldu¤undan bunlar farkl› paralel

do¤rulard›r. Bu nedenle de ortak bir noktalar› yoktur. O halde verilen sistemin bir

çözümü yoktur. fiimdi bu sonucu cebirsel olarak do¤rulayal›m.

- 5
3

m = 4
3
 

x = 0      için y = - 7
2

 
x = 1      için y = - 2
 
x = -1     için y = - 5

y = 1
2
 3x - 7  

- 7
2
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- 21x + 14y = - 49

3x - 2y = 7

- 7
2

7
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3/ -4x + 3y = 9 -12x + 9y = 27

12x - 9y = 15 12x - 9y = 15

0 = 42

Böyle bir eflitlik olamayaca¤›na göre,
verilen denklem sisteminin bir çözümü
yoktur.

Bir g›da pazar›, fiyatlar›  1,5  milyon TL/kg ve  2 milyon TL/kg olan iki tür
çaydan  100 kg  karma çay haz›rlam›flt›r. Karma çay›n fiyat›  1,8  milyon
TL/kg oldu¤una göre, her bir çaydan ne miktar kar›flt›r›lm›flt›r?

x1 = 100  kg karma çay içindeki  1,5 milyon TL/kg l›k çay miktar›,
x2 = 100  kg karma çay içindeki  2 milyon TL/kg l›k çay miktar›

olsun. O zaman,

x1 + x2 = 100 (1)

eflitli¤i yaz›l›r. Di¤er taraftan karma çay›n fiyat› 1,8  milyon TL/kg oldu¤una göre

1,5x1 + 2x2 = 1,8 . 100 (2) 

olmal›d›r. Böylece (1) ve (2) denklemlerinden

x1 + x2 = 100
1,5x1 + 2x2 = 180 

do¤rusal denklem sistemi elde edilir. Sistemi çözelim:

-2/   x1 + x2 = 100 -2x1 - 2x2 = -200
1,5x1 + 2x2 = 180 Æ 1,5x1 + 2x2 = 180

-0,5x1 = -20

x1 = 40  ve böylece  x2 = 60  bulunur. O halde, 100 kg karma çay içinde 40 kg
ucuz çay, 60 kg pahal› çay olmal›d›r.

1. Afla¤›da verilen do¤rusal denklem sistemlerinin çözümlerini önce geometrik
olarak (grafik yoluyla), sonra da cebirsel olarak araflt›r›n›z.

a) 2x + y = -1 b) 3x - y = 2 c) 2x + y = 3
-2x + y = 1 -18x + 6y = -12 4x + 2y = 1

d) x = 3 e) -2x + y = -3
x + y = 5 y = 1
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2. Afla¤›da verilen do¤rusal denklem sistemlerinin her birinin çözümünün var
olup olmad›¤›n›, varsa çözümün tek mi sonsuz çoklukta m› oldu¤unu belirle-
yiniz ve çözümü bulunuz.
a) x - y = 0 b) -2x + 4y = 36 c) 2x -  y = 4

2x + 2y = 0 x - 2y = 20 x + 2y = 7

d) 2x = y - 3 e) -x + 3y = 0 f) 3x - 2y = 5
-6x + 3y = 9 2x - 6y = 8 -2x + 3y = 4

n-B‹L‹NMEYENL‹ DO⁄RUSAL DENKLEM S‹STEMLER‹
(n ≥ 3)

Çok bilinmeyenli çok denklemden oluflan do¤rusal denklem siste-
minin çözümlerinin Gauss yok etme yöntemiyle bulunmas›.

Önce iki bilinmeyenli iki denklemden oluflan bir do¤rusal denklem sisteminin çö-
zümünün araflt›r›lmas›nda izlenen yok etme yöntemini, 3-bilinmeyenli üç denk-
lemden oluflan bir do¤rusal denklem sisteminin çözümünün araflt›r›lmas›na yöne-
lik olarak genellefltirelim. Sonra da n-bilinmeyenli m say›da do¤rusal denklem-
den oluflan sistemlerin çözümlerinin bulunmas› konusu üzerinde dural›m.

Bilinmeyen say›s› ve denklem say›s› üç olarak al›n›rsa,

a1x + b1y + c1z + d1 = 0
a2x + b2y + c2z + d2 = 0
a3x + b3y + c3z + d3 = 0

biçiminde üç bilinmeyenli üç denklemden oluflan bir do¤rusal denklem sistemi
elde edilir. Her üç denklemi birlikte sa¤layan bir (x0, y0, z0) s›ral› üçlüsüne siste-
min bir çözümü denir. Geometrik olarak, bu denklemlerin her biri koordinat uza-
y› içinde bir düzlemi temsil eder. Dolay›s›yla sistemin ortak çözümü olmayabilir
(üç düzlemden en az ikisinin birbirlerine paralel olmas› veya farkl› do¤rular bo-
yunca kesiflmeleri durumu [fiekil 11.6 (a), (b) ve (c)]), sonsuz çoklukta çözüm ola-
bilir (üç düzlemin bir do¤ru boyunca kesiflmeleri veya çak›fl›k olmalar› durumu,
[fiekil 11.7(a)]) ya da tek bir çözüm olabilir (üç düzlemin tek ortak noktalar› olma-
s› durumu, [fiekil 11.7(b)]).
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fiimdi farkl› durumlar için birer örnek verelim.

7x - 3y + 3z = 28
-x - 3y + z = 12
5x + 3y +  z = 0
do¤rusal denklem sisteminin çözümünü bulunuz.

Üçüncü denklemi  -3 ile çarp›p birinci denklemle ve  -1 ile çarp›p ikinci denklem-
le toplarsak, birinci ve ikinci denklemden z bilinmeyeni yok olur. Böylece verilen
sistem,

-8x - 12y = 28
-6x -  6y = 12
5x +  3y + z = 0

do¤rusal denklem sistemine dönüflür. Bu sistemin ikinci denklemini -2 ile çarp›p
birinci denklem üzerinde toplayal›m;

4x = 4
-6x - 6y = 12
5x + 3y + z = 0

sistemi elde edilir. Bu sistemin birinci denkleminden x = 1 bulunur. ‹kinci denk-
lemde x = 1 yaz›l›nca y = -3 olur. Üçüncü denklemde x = 1 , y = -3  yaz›l›nca
5(1) + 3 (-3) + z = 0 veya z = 4  elde edilir. Böylece  son  sistemin  tek  çözümü
x = 1 , y = -3 , z = 4 olur. Bu çözüm ayn› zamanda verilen denklem sisteminin de
tek çözümüdür. Bunu do¤rulamak için bulunan bu de¤erleri verilen sistemde ye-
rine yazal›m,

7(1) - 3(-3) + 3(4) = 28 28 = 28
- (1) - 3(-3) + 4    = 12       veya     12 = 12
5(1) + 3(-3) + 4   = 0 0 = 0

olarak istenilen do¤rulanm›fl olur.
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x1 + 2x2 - x3 = 4
2x1 + 3x2 -  x3 = 1
3x1 -  x2 + 4x3 = -37
do¤rusal denklem sisteminin çözümünü bulunuz.

Kolayl›k ve k›sal›k için verilen sistemin birinci denklemini R1, ikinci denklemini
R2 , üçüncü denklemini R3 ile gösterelim. k s›f›rdan farkl› bir say› olmak üzere,
kRi + Rj (i , j = 1 , 2 , 3   ve   i ≠ j ) simgesiyle  i-yinci  denklemin iki taraf›n›n
k ile çarp›l›p j-yinci denklem üzerinde toplanmas›n›, kRi ile de i-yinci denklemin
k ile çarp›lmas›n› gösterelim. fiimdi bu gösterimleri kullanarak verilen sistemin çö-
zümünü araflt›ral›m.

R1  :  x1 + 2x2 - x3 = 4 R1 :  x1 + 2x2 - x3 = 4
R2  :  2x1 + 3x2 - x3 = 1       Æ R'2 = -2R1 + R2 :        -x2 + x3 = -7
R3  :  3x1 - x2 + 4x3 = -37 R'3 = -3R1 + R3 :       -7x2 + 7x3 = -49

R1 : x1+ 2x2 - x3 = 4 R1  :  x1 + 2x2 - x3 = 4
Æ R'2 :      -x2 + x3 = -7 Æ R'2  :       -x2 + x3 = -7

-7 R'2 + R'3  :             0 = 0 

Elde edilen son denklem sistemi üç bilinmeyenli iki denklemden oluflan bir sis-
temdir. Bu sistemde x3 ü ba¤›ms›z de¤iflken olarak düflünüp x1 ve x2 bilinmeyen-
lerini  x3 e ba¤l› olarak çözebiliriz. x3 = t diyelim. R'2 den   x2 = x3 + 7 = t + 7
ve R1 den  x1 = -2x2 + x3 + 4 = -2 (t + 7) + t + 4 = - t - 10   olur. Böylece siste-
min çözümü,  t parametresine ba¤l› olarak

x1 = - t - 10
x2 = t + 7
x3 = t (t Œ R)

olur. Her  t gerçel say›s› için (-t -10, t + 7, t ) s›ral› üçlüsü verilen sistemin bir çö-
zümü olur. Bu nedenle verilen sistemin sonsuz çoklukta çözümü vard›r. Bu sonu-
cu geometrik olarak flöyle yorumlayabiliriz: Verilen denklem sisteminin denklem-
lerinin temsil etti¤i düzlemler, parametrik denklemleri yukar›daki flekilde olan
do¤ru boyunca kesiflirler.

x1 + 3x2 - 6x3 = -4
-2x1 +  x2 + 4x3 = 0
-2x1 - 6x2 + 12x3 = 5
do¤rusal denklem sistemini çözünüz.

R1 :  x1 + 3x2 - 6x3 = -4 R1 :  x1 + 3x2 - 6x3 = -4
R2 : -2x1 + x2 + 4x3 = 0 Æ R'2 = 2R1 + R2 :        7x2 - 8x3 = -8
R3 : -2x1 - 6x2 + 12x3 = 5 R3 = 2R1 + R3 : 0 = -3

Dönüfltürülen sistemin üçüncü denklemi  R'3 geçersiz bir eflitlik oldu¤undan ve-
rilen sistemin bir çözümü olamaz.

n -  Bi l inmeyenl i  Do¤rusal  Denklem Sistemler i  (n≥3) 239

Ö R N E K  6

Ö R N E K  7



Bilinmeyen Say›s› n, Denklem Say›s› m Olan Sistemler
fiimdi genel bir do¤rusal denklem sistemi tan›mlayal›m ve 2 veya 3 bilinmeyenli
sistemlerin çözümleri için verilen yöntemi genellefltirelim.

Genel olarak,   x1 , x2 , ... , xn ler bilinmeyenler aij ve bi ler gerçel say›lar
olmak üzere,

a11 x1 + a12 x2 + ... + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + ... + a2n xn = b2

am1 x1 + am2 x2 + ... + amn xn = bm

biçiminde olan bir denklem sistemine, n bilinmeyenli m denklemden oluflan
bir do¤rusal denklem sistemi denir. E¤er  bi lerin hepsi s›f›r ise sisteme homo-
jen, en az bir   bi ≠ 0   ise sisteme homojen olmayan do¤rusal denklem sis-
temi denir.  n bilinmeyenli bir do¤rusal denklem sisteminin bir çözümü her bir
denklemi sa¤layan bir (k1 , k2 , ... , kn) n-s›ral›s›d›r. Böyle bir do¤rusal denklem
sisteminin tek  çözümü  olabilir,  sonsuz  çoklukta çözümü  olabilir ya  da  hiç-
bir çözümü  olmayabilir.  E¤er  sistem  homojen,  yani  b1 = b2 = ... = bn = 0 ise
(0 , 0 , ... , 0)   n-s›ral›s› bir çözümdür. Bu tür çözüme homojen sistemin s›f›r çö-
zümü (aflikâr çözümü) denir. O halde, homojen bir sistemin daima bir çözümü
(en az s›f›r çözümü) vard›r. Homojen olmayan bir sistemin çözümünün varl›¤›,
tekli¤i konusu sistemin bilinmeyen say›s›, denklem say›s›, aij katsay›lar› ve bi sa-
bitleri ile iliflkilendirilerek k›saca irdelenecektir. Bunun için önce basamak biçi-
minde do¤rusal denklem sistemi tan›m›na de¤inelim.

Bir do¤rusal denklem sistemi, genel olarak, dikdörtgen biçimindedir. E¤er bi-
linmeyen say›s› denklem say›s›na eflit ise sisteme kare sistem denir. Denklem sis-
teminin ilk denkleminden ve ilk bilinmeyenden bafllayarak, afla¤›ya do¤ru bilin-
meyen say›s› giderek azal›yorsa bu tür bir sisteme basamak biçimindedir denir.
Örne¤in;

3x1 -5x2 - 10x3 + x4 = -35 x1 + 3x2 + x3 - x4 = 0
x2 + 7x3 = 5 -x2 + x3 + 5x4 = 0

x3 + x4 = 0 3x3 - x4 = 0
5x4 = 3

denklem sistemlerinden ilki basamak biçiminde homojen olmayan do¤rusal denk-
lem sistemi, ikincisi basamak biçiminde homojen olan bir do¤rusal denklem sis-
temidir. Basamak biçimindeki bir sistemin avantaj›, sistemin çözümünün var olup

olmad›¤›n›n daha kolay belirlenmesi, çözüm varsa çözümün kolayca bulunabil-

mesinden gelmektedir.Örne¤in, yukar›da verilen homojen olmayan basamak biçi-

mindeki sistemin son denkleminden , üçüncü denkleminden ,

ikinci denkleminden , birinci denkleminden olarak sistemin

çözümü kolayca bulunabilir. E¤er verilen do¤rusal denklem sistemi basamak bi-

çiminde de¤ilse, sistem afla¤›da tan›mlanan üç tür temel sat›r ifllemleriyle çözümü

de¤ifltirilmeden basamak biçimine dönüfltürülebilir.
Temel sat›r ifllemleri;
I. sistemin herhangi iki denklemin s›ras›n›n de¤ifltirilmesi,
II. sistemin bir denklemin her iki yan›n›n s›f›r olmayan bir say› ile çar-

p›lmas›,
III. sistemin bir denkleminin s›f›r olmayan bir kat›n›n bir baflka denkle-

me eklenmesi.

x 1 = 22
15

x 2 = 46
5

x 3 = - 3
5

x 4 = 3
5
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Bir do¤rusal denklem sistemine sonlu say›da temel sat›r ifllemi uygulan›rsa, so-
nuçta elde edilen yeni do¤rusal denklem sistemine bafllang›çtaki sisteme eflde¤er
denklem sistemi denir. Eflde¤er denklem sistemlerinin çözümleri varsa, ayn›d›r.
Bu nedenle verilen bir do¤rusal denklem sisteminin çözümünü bulmak için sis-
tem temel sat›r ifllemleriyle basamak biçiminde eflde¤er bir sisteme dönüfltürüle-
bilir ve çözüm aran›r. Bu biçimde çözüm aramaya Gauss yok etme yöntemi
denir.

Homojen olmayan bir do¤rusal denklem sistemi basamak biçimine dönüfltü-
rüldü¤ünde, e¤er denklemlerden birinin birinci taraf› s›f›r iken ikinci taraf s›f›rdan
farkl› bir say› ise, verilen sistemin çözümü yoktur. Bu durumda sistem tutars›z-
d›r denir. E¤er sistem tutars›z de¤il ve bilinmeyen say›s› denklem say›s›na eflit ise,
sistemin tek bir çözümü vard›r (Bu çözüm yukar›daki örnekte oldu¤u gibi kolay-
ca bulunur).

Denklem say›s› m, bilinmeyen say›s› n den daha az oldu¤u durumda (n-m)
tane bilinmeyen bilinen kabul edilerek, sistemin çözümü aran›r. Bu durumda sis-
temin sonsuz çoklukta çözümü vard›r. E¤er do¤rusal denklem sistemi homojen
ise, daima s›f›r çözümü oldu¤u aç›kt›r; yani homojen bir sistemin çözümsüzlü¤ü
(tutars›zl›¤›) söz konusu de¤ildir. Böyle bir sistemin ya tek ya da sonsuz çokluk-
ta çözümü vard›r. Sistem basamak biçime dönüfltürüldü¤ünde denklem say›s› bi-
linmeyen say›s›na eflit ise tek çözüm s›f›r çözümdür; denklem say›s› bilinmeyen
say›s›ndan az ise homojen sistemin sonsuz çoklukta çözümü vard›r, (n-m)  tane
bilinmeyen bilinen kabul edilerek çözüm yap›l›r

Özetlersek;   m tane denklemden ve   n tane bilinmeyenden oluflan homo-
jen olmayan bir do¤rusal denklem sistemi için   m < n ise, sistemin hiçbir çözü-
mü olmayabilir ya da sonsuz çoklukta çözümü olabilir. E¤er  m ≥ n ise, hiçbir çö-
züm olmayabilir, tek çözüm olabilir ya da sonsuz çoklukta çözüm olabilir. Homo-
jen sistemlerde ise, ya s›f›r çözüm ya da sonsuz çoklukta çözüm vard›r.

fiimdi bu farkl› durumlar için örnekler verelim:

3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = -1
x1  - x3 + 2x4 = -3
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 2
-x1 - 4x2 - x4 = 5

do¤rusal denklem sisteminin çözümünü bulunuz.

Dört bilinmeyenli dört denklemden oluflan homojen olmayan bir do¤rusal denk-
lem sistemi. Bu sistemi sat›r ifllemleriyle basamak biçime dönüfltürelim. Bunun
için ilk denklemde birinci bilinmeyen x1 in katsay›s› 1 olacak flekilde bir ifllem ya-
pabiliriz. Fakat ilk denklemin tüm terimlerini 3 e bölmek uygun olmaz, çünkü ke-
sirli say›larla ifllem yapmak durumunda kal›r›z. Bu nedenle ilk ifllem olarak birin-
ci sat›r ile ikinci sat›r›n yerlerini de¤ifltirelim:

x1  - x3 + 2x4 = -3
3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = -1
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 2
-x1 - 4x2 - x4 = 5

Bu sistemin birinci sat›r›n›, s›ras›yla -3 ile çarp›p ikinci sat›r üzerinde, -1 ile çarp›p
üçüncü sat›r üzerinde, 1 ile çarp›p dördüncü sat›r üzerinde toplayal›m:
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x1  - x3 + 2x4 = -3
2x2 + 5x3 - 5x4 = 8
2x2 + 2x3 - x4 = 5
-4x2 - x3 + x4 = 2

fiimdi de ikinci sat›r›, s›ras›yla, -1 ile çarp›p üçüncü sat›r ve 2 ile çarp›p dördüncü
sat›r üzerinde toplayal›m:

x1  - x3 + 2x4 = -3
2x2 + 5x3 - 5x4 = 8

-3x3 +4x4 = -3
9x3 - 9x4 = 18

Üçüncü sat›r›n üç kat›n› dördüncü sat›r üzerinde toplayal›m:

x1  - x3 + 2x4 = -3
2x2 + 5x3 - 5x4 = 8

-3x3 +4x4 = -3
3x4 = 9

Bu sistem basamak biçiminde bir do¤rusal denklem sistemidir. Dördüncü denk-
lemden   x4 = 3   bulunur. Bu de¤er üçüncü denklemde yerine yaz›l›nca

-3x3 + 4.3 = -3      veya      -3x3 = -3 - 12 ,     x3 = 5

olur. x3 ve x4 ün bulunan de¤erleri ikinci denklemde yerlerine yaz›l›nca x2 = -1
ve birinci denklemde yaz›l›nca x1 = -4 bulunur. O halde, verilen denklem sistemi-
nin tek çözümü var ve  bu çözüm x1 = -4  ,  x2 = -1  ,   x3 = 5 ,  x4 = 3 ;   yani
(-4 , -1 , 5 , 3) s›ral› dörtlüsüdür.

x + y - z = 0
-2x + 5y + 7z = 9
3x + y + z = -8
x + 2y - 3z = 4

do¤rusal denklem sisteminin çözümünü bulunuz.

Verilen sistemde üç bilinmeyen dört tane denklem var. Bu denklemlerden her-
hangi üçünü al›p, üç bilinmeyenli üç denklemden oluflan sistemin çözümünü
araflt›r›r›z. E¤er çözüm varsa ve bu çözüm d›flar›da kalan denklemi de sa¤l›yorsa,
verilen sistemin çözümü olur; sa¤lam›yorsa, sistem tutars›zd›r. ‹lk üç denklemden
oluflan sistemin çözümünü araflt›ral›m.

R1 : x + y - z = 0 R1  : x + y - z = 0
R2 : -2x + 5y + 7z = 9      Æ R'2 =  2R1 + R2 : 7y + 5z = 9 Æ
R3 : 3x + y + z = -8 R'3 = -3R1 + R3 : -2y + 4z = -8

R1 : x + y - z = 0
R'2 : 7y + 5z = 9

: -y + 2z = -4R 
3
" = 1

2
 R 

3
'
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R1 : x + y - z = 0
R''3 : - y + 2z = 9
R'2  : 7y + 5z = 9

R1 : x + y - z = 0
R''3 : - y + 2z = -4

7R''3 + R'2  : 19z = -19

Üçüncü denklemden z = -1, ikinci denklemden y = 2, birinci denklemden x = -3
bulunur. fiimdi bu çözümün verilen sistemin dördüncü denklemini sa¤lay›p sa¤-
lamad›¤›na bakal›m:

x + 2y - 3z =  4
-3 + 2.2 - 3(-1) = 4

4 = 4

oldu¤undan verilen denklem sistemi  tutarl›d›r ve  sistemin çözümü (-3, 2, -1) s›-
ral› üçlüsüdür.

x1 + x2 + x3 = -1
x1 + 2x2 + x4 = -3

x2 + 3x4 = 4
denklem sisteminin çözümünü bulunuz.

Sistemi basamak biçimine dönüfltürelim: Birinci denklemi -1 ile çarp›p ikinci
denklem üzerinde toplayal›m.

x1 + x2 + x3 = -1
x2 - x3 + x4 = -2
x2 + 3x4 = 4

Bu sistemin üçüncü denklemini  -1  ile çarp›p üçüncü denklem üzerinde topla-
yal›m.

x1 + x2 + x3 = -1
x2 - x3 + x4 = -2

x3 +2x4 = 6

Bu sistemin denklem say›s› bilinmeyen say›s›ndan az oldu¤undan aradaki fark ka-
dar bilinmeyeni bilinen kabul ederek sistemin çözümünü araflt›ral›m. Aradaki fark
4 - 3 = 1 oldu¤undan bilinmeyenlerden birini, diyelim ki x4 ü bilinen kabul ede-
lim. x4 = t olsun. O zaman,

x1 + x2 + x3 = -1
x2 - x3 = -2 - t

x3 = 6 - 2t

sistemini elde ederiz. Böylece sistemin  t ye ba¤l› olarak elde edilen çözümü, (bu
çözüme parametrik çözüm denir)

x4 = t, x3 = 6 - 2t, x2 = x3 - 2 - t = 6 - 2t - 2 - t = 4 - 3t

x1 = -1 - x2 - x3 = -1 - 4 + 3t - 6 + 2t = -11 + 5t

Bi l inmeyen Say›s ›  n ,  Denklem Say›s ›  m Olan Sistemler 243

Ö R N E K  1 0

‹kinci denklemi 7 ile
çarp›p üçüncü denklem
üzerinde toplad›k.

‹kinci denklem ile üçün-
cü denklemin yerlerini
de¤ifltirdik.



Ç
Ö

Z
Ü

M
Ç

Ö
Z

Ü
M

olur. t gerçel say›s›n›n alaca¤› her de¤er için sistemin bir özel çözümü bulunur.
Bu nedenle verilen sistemin sonsuz çoklukta çözümü vard›r. Sistemin parametrik
çözümü  (-11 + 5t,  4 - 3t,  6 - 2t,  t)  s›ral› dörtlüsüdür. ‹ki özel çözümü

t = 0 için x1 = -11 ,  x2 = 4  , x3 = 6 , x4 = 0
t = 1 için x1 = -6  ,  x2 = 1  ,  x3 = 4 ,  x4 = 1

olarak verilebilir.

x + y - z = -1
3x - y + z = 5
2x + 2y - 2z = 3
denklem sistemini çözünüz.

Sistemi basamak biçimine dönüfltürelim: Birinci denklemi -3 ile çarp›p ikinci
denklem, -2 ile çarp›p üçüncü denklem üzerinde toplayal›m.

x + y - z = -1
- 4y + 4z = 8

0 = 5

basamak  biçimine  dönüflür. Bu sistemin üçüncü denkleminde görülen 0 = 5
eflitli¤i olamayaca¤›na göre, verilen sistemin denklemleri tutars›zd›r; bir baflka de-
yiflle, sistemin çözümü yoktur.

R1 : x1 - 2x2 + 3x3 - 2x4 = 0
R2 : 3x1 - 7x2 - x4 = 0
R3 : 4x1 - 7x2 + 9x3 + 2x4 = 0
R4 : x1 + 2x3 - 3x4 = 0
homojen sistemin çözümünü bulunuz.

Sistemi basamak biçimine dönüfltürelim:

R1 : x1 - 2x2 + 3x3 - 2x4 = 0
R' 2 = -3R1 + R2 : -x2 - 9x3 + 5x4 = 0
R'3 = -4R1 + R3 : x2 - 3x3 + 10x4 = 0
R'4 = -R1 + R4 : 2x2 - x3 - x4 = 0

R1 : x1 - 2x2 + 3x3 - 2x4 = 0
R'2 : -x2 - 9x3 + 5x4 = 0
R''3 = R'2 + R'3 : -12x3 + 15x4 = 0
R''4 = 2R'2 + R4 : -19x3 + 9x4 = 0

R1 : x1 - 2x2 + 3x3 - 2x4 = 0
R'2 : -x2 - 9x3 + 5x4 = 0

: x3 - = 0

R''4 : -19x3 + 9x4 = 0

R 
3
"' = - 1

12
 R 

3
"  5

4
 x 4 
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R1 : x1 - 2x2 + 3x3 - 2x4 = 0
R'2 : -x2 - 9x3 + 5x4 = 0

: x3 - = 0

R'''4 = 19R'''3 + R''4 : - = 0

Sistemin bu basamak biçimi dört bilinmeyen ve dört denklemden olufltu¤undan
verilen sistemin tek çözümü s›f›r çözümdür.

R1 : -x + y + z = 0
R2 : x + 2y + 8z = 0
R3 : x - 3y - 7z = 0
homojen do¤rusal denklem sisteminin çözümünü bulunuz.

Sistemi basamak biçime dönüfltürelim:

R1 : -x + y + z = 0 R1 : -x + y + z = 0

R'2 = R1 + R2 : 3y + 9z = 0 Æ : y + 3z = 0 Æ

R'3 = R1 + R3 : - 2y - 6z = 0 : y + 3z = 0

R1 : -x + y + z = 0
R''2 : y + 3z = 0

olur. fiimdi bu homojen sistemin bilinmeyen say›s› 3 denklem say›s› 2 oldu¤un-
dan bir bilinmeyeni, diyelim ki  z yi, bilinen kabul ederek çözüm aran›r.  z = t
için sistemin parametrik çözümü,

z = t  , y = -3z = -3t  ,  x = y + z = - 3t + t = - 2t

olur. Verilen sistemin t ye ba¤l› sonsuz çoklukta çözümü vard›r. t = -1  ve  t = 5
için iki özel çözümünü yazal›m:

t = -1     için x = 2 , y = 3      ,  z = -1
t = 5 için x = -10 , y = -15    , z = 5

olur.

Afla¤›daki do¤rusal denklem sistemlerinin varsa, çözüm kümelerini bulunuz.
1. 3x1 - 5x2 = -30 2. x1 + x2 + x3 = 0

x1 + x2 = -2 5x1 -  x2 + 4x3 = 16
10x1 + 3x2 - x3 = -1

3. 5x +   7y - 10z = 20 4. 2x1 +  x2 - 3x3 = 12
10x + 12y - 21z = -5 6x1 + 4x2 + x3 = 48

-15x - 21y + 32z = -50 -2x1 -  x2 + 3x3 = -18

5. 5x1 - 4x2 + 6x3 = 24 6. -2x1 + 4x2 -   x3 = 6
3x1 - 3x2 +  x3 = 54 x1 -  x2 + 5x3 = -2

-2x1 +  x2 - 5x3 = 30

R 
3
" = 1

2
 R 

3
' 

R 
2
" = 1

3
 R 

2
'

59
4

 x 4 

5
4
 x 4 R 

3
"' 
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7. x1 + x2 + x3 + x4 = 0 8. x1 - x2 + 2x3 = 0
2x1 - x2 + 3x4 = 0 2x1 + 2x2 + 5x3 = 0

x2 + 3x3 - x4 = 0 x1 + 7x2 + 4x3 = 0
x1 - x2 + x3 = 0 x1 + 3x2 + 3x3 = 0

9. 100 kiflilik bir grupta bulunan bayanlar›n say›s› baylar›n say›s›n›n yar›s›ndan 1
fazlad›r. Bu gruptaki bayan ve baylar›n say›s› nedir?

10. 50 milyar paras› olan bir yat›r›mc› paras›n›n taman›n› y›ll›k getirisi %25, %30
ve %35 olan üç  tür yat›r›m arac›nda de¤erlendiriyor. Y›l sonunda %25 ve %30
ile yatan miktarlar›n toplam getirisi 8,4  milyar, %35  ile yatan miktar›n ana pa-
ra ile birlikte dönüflü 27 milyar ise, her bir yat›r›m arac›na yatan miktar nedir?

ARZ - TALEP FONKS‹YONLARI VE DENGE
M‹KTARLARI ‹Ç‹N DO⁄RUSAL B‹R MODEL

Ekonomide arz ve talep aras›ndaki iliflkinin bir do¤rusal denklem
sistemiyle ifade edebilece¤ini görmek ve bu iliflkiyi matematiksel
olarak irdelemektir.

Bir ticari mal›n piyasas›nda mal›n fiyat›, mal›n piyasadaki talebi ve piyasaya arz›
aras›nda karmafl›k bir iliflki vard›r. Bu iliflkiyi çeflitli matematiksel modellerle yak-
lafl›k ifade etmek mümkündür. Mal›n fiyat›n› ba¤›ms›z de¤iflken olarak kabul
edersek, arz ve talep miktarlar›n› fiyat›n fonksiyonlar› olarak ifade edebiliriz. Bu
fonksiyonlara arz-talep fonksiyonlar› denir. Arz-talep fonksiyonlar› do¤rusal olabi-
lece¤i gibi, ikinci dereceden veya daha yüksek dereceden polinom türünde fonk-
siyonlar da olabilir. Biz burada bir mal›n pazar› için basit bir matematiksel model
oluflturmak istiyoruz. Bunun için de arz-talep fonksiyonlar›n› ba¤›ms›z de¤iflken
fiyat›n do¤rusal fonksiyonlar› olarak kabul edece¤iz. Modelimizde arz ve talep
miktarlar›n›n eflit oldu¤u andaki fiyata denge fiyat›, denge fiyat›na karfl›l›k gelen
arz-talep miktar›na da denge miktarlar› diyece¤iz; ya da k›saca, denge fiyat›-
denge miktarlar› ikilisine modelimizin denge noktas› (denge durumu) ad›n› ve-
rece¤iz. Böylece arz fonksiyonu, talep fonksiyonu ve denge durum aras›ndaki ilifl-
kiyi bir do¤rusal denklem sistemiyle ifade edebilece¤iz.

fiimdi böyle bir matematiksel modeli ayr›nt›lara girerek olufltural›m.
Bir ticari mal›n (ürünün) bir zaman aral›¤› içinde pazara sunum (arz) miktar›-

n› qs, pazar›n talep miktar›n› qd ve fiyat›n› p ile gösterelim. fiimdi arz-talep ve fi-
yat aras›nda basit dengeli bir matematiksel model oluflturmak istiyoruz. Modelimi-
zin basitli¤i için p yi ba¤›ms›z de¤iflken, qs ve qd yi de p nin do¤rusal fonksiyon-
lar› olarak düflünelim. Fiyat artt›kça sunum artaca¤›ndan ve talep de azalaca¤›n-
dan, qs yi  p nin artan bir fonksiyonu, qd yi de p nin azalan bir fonksiyonu ola-
rak düflünebiliriz. Böylece a1, a2, b1, b2 pozitif katsay›lar olmak üzere, qs ve qd
fonksiyonlar›

qs = -a1 + b1 p
qd = a2 - b2 p

biçiminde yaz›labilir. Modelimizin dengeli olmas› için bu sisteme bir de denge ko-
flulu eklemeliyiz. Bu denge koflulu p nin belli bir de¤eri için talebin arza eflit ol-
mas›, yani   qd = qs durumunda ortaya ç›kar. Böylece modelimizin matematik-
sel ifadesi,  a1 , b1 , a2 , b2 > 0  olmak üzere,
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qs = -a1 + b1 p
qd =  a2 - b2 p (1)
qd = qs

biçiminde üç bilinmeyenli üç denklemden oluflan bir do¤rusal denklem sistemi
olur. fiimdi bu sistemin bir çözümünü analitik olarak aramaya giriflmeden önce,
geometrik olarak görmeye çal›flal›m. Bu nedenle, arz-talep analizinde oldu¤u gi-
bi; yatay ekseni p, düfley ekseni  qs , qd olan bir dik koordinat sisteminde arz
fonksiyonu  qs nin ve talep fonksiyonu qd nin grafiklerini çizelim:

Arz fonksiyonu  qs artan oldu¤undan e¤imi pozitif  b1 say›s›d›r ve düfley
ekseni kesim noktas›  -a1 dir. Ancak fiyat›n belirli bir  p1 (p1 = a1 / b1)  de¤erin-
den sonra sunum söz konusu olaca¤›ndan, qs nin grafi¤inin bafllang›ç noktas› p1
olacakt›r [fiekil 11.8(a)]. Talep fonsiyonu  qd azalan oldu¤undan e¤imi negatif -b2
say›s›d›r ve düfley ekseni kesim noktas›  a2 dir [(fiekil 11.8(b)]. Sistemin denge
koflulu için  qs = qd = q yaz›p, arz-talep fonksiyonlar›n›n grafiklerini, düfley
ekseni q olan ayn› koordinat sisteminde çizersek,  qs ve qd nin grafiklerinin
kesim noktas› denge fiyat› p0 'a karfl›l›k gelen q0 için (p0, q0) denge noktas› olur
[fiekil 11.9].
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Şekil 11.8

q

p

(p   , q  ) denge noktas›

0

talep fonksiyonu
qd = a 2 - b 2 p

q s  = -a1 + b1 p
arz fonksiyonu

a 2

-a 1

a 1/b 1 a 2/b 2p 0

p   fiyat› için ürünün arz miktar› talep miktar›na eflittir.
0

q 0 q s  = q d= 0 0

Şekil 11.9
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fiimdi (1) denklem sisteminin çözümünü analitik olarak bulal›m. Denge koflu-
lu qs = qd oldu¤undan, qs = qd = q dersek, (1) sistemi

q = - a1 + b1 p (2)
q = a2 - b2 p

do¤rusal denklem sistemine dönüflür. ‹ki bilinmeyenli iki denklemden oluflan bu
sistemin çözümü için q yu yok edersek,

-a1 + b1 p = a2 - b2 p

veya

(b1 + b2)p = a1 + a2

olur. b1 + b2 ≠ 0 oldu¤undan p ye göre çözüm, denge fiyat› p yi verir.

olur. p nin bu de¤eri (2) sisteminin birinci denkleminde yerine yaz›l›nca, denge
miktar›

bulunur.  b1 + b2 > 0  oldu¤undan  denge  miktar›  q nun  pozitif  olmas›  için
a2b1 -a1b2 > 0  olmal›d›r. Dolay›s›yla, (1) sisteminin ekonomik olarak anlaml› ola-
bilmesi için, sistemin a2b1 - a1b2 > 0 koflulunu sa¤lamas› gerekir.

Bu örnekteki (1) denklem sistemiyle verilen pazar modeline do¤rusal model
ad› verilir.

fiimdi konuya iliflkin baz› örnekler verelim:

Arz-talep fonksiyonlar› afla¤›daki denklem sistemleriyle verilen pazar
modellerinin denge noktas›   (p , q)   yu bulunuz.
a) qs = -3 + 7p b) qs - 15p + 125 = 0

qd = 15 - 2p qd +  3p -  37 = 0

Her bir pazar modeli için  qs = qd oldu¤unda denge söz konusu olacakt›r. Bu ne-
denle verilen her bir sistem için  qs = qd = q yaz›p, denge fiyat›  p ve denge mik-
tar› q yu bulal›m:

a) qs = qd = q yaz›nca

-3 + 7p = q
15 - 2p = q

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemden q yok edilirse,

-18 + 9p = 0

ve böylece  p = 2  bulunur. p nin bu de¤eri  q = -3 + 7p denkleminde yerine
yaz›l›nca q = 11 bulunur. Denge noktas› (2 , 11) olur.

q = - a 1 + b 1 
a 1 + a 2

b 1 + b 2
  = - a 1b 1 - a 1b 2 + b 1a 1 + b 1a 2

b 1 + b 2
 

                                = a 2b 1 - a 1b 2

b 1 + b 2

p = a 1 + a 2

b 1 + b 2
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b) Benzer olarak,

q - 15p + 125 = 0
q + 3p - 37 = 0

sisteminden q yok edilince

18p - 162 = 0

denklemi elde edilir. Bu denklemden  bulunur.

Bu de¤er  q - 15p + 125 = 0  denkleminde yerine yaz›l›nca, q - 15(9) + 125 = 0
veya  q = 10  bulunur. Denge noktas› (9 , 10) olur.

Yukar›daki örneklerde sadece bir tür ticari mal›n pazar› için do¤rusal bir model
verildi. Asl›nda birbirleriyle iliflkili birden çok ticari mal birlikte düflünüldü¤ünde
de bir do¤rusal model yaz›labilir. Basitlik için, diyelim ki, birbirleriyle iliflkili iki ti-
cari mal için do¤rusal bir model yazmak istiyoruz. Birinci mal›n fiyat› p1, ikincisi-
nin p2 olsun. Bu mallar›n arz-talep fonksiyonlar›n› da s›ras›yla 
ile gösterelim. Parametrik olarak bu do¤rusal modelleri, denge koflullar›n› da ek-
leyerek flöyle yazabiliriz:

fiimdi bu duruma bir örnek olarak, iliflkili iki ticari mal›n pazar› için verilen
do¤rusal modellerin denge çözümlerini bulal›m.

Birbirleriyle iliflkili iki ticari mal için arz ve talep fonksiyonlar afla¤›daki
denklemlerle veriliyor. Bu mallar için denge fiyatlar›n› ve denge miktarla-
r›n› bulunuz.
1) = 12 - 2p1 + p2 2) = 18 + p1 - p2

= -8 + 3p1 = -6 + 2p2

Bir ticari mal›n pazar› için denge koflulu qs = qd olmas›d›r. Bu nedenle

= = q1 ve = = q2

yaz›nca, verilen  (1)  ve  (2)  denklem sistemleri

q1 = 12 - 2p1 + p2 q2 = 18 + p1 - p2
q1 = -8 + 3p1 q2 =  -6 + 2p2

sistemlerine  dönüflür. Birinci sistemden q1 ve ikinci sistemden q2 yok edilince,

5p1 - p2 = 20          ve -p1 + 3p2 = 24

denklemleri elde edilir. Bu denklemleri ortak çözelim:

5p1 - p2 = 20
-p1 + 3p2 = 24

q s 2q d2 q s1 q d1

q s 2
q s1 

q d2 q d1

q s1  - q d1 = 0 q s 2 - q d2 = 0
q s1  = a 0 + a 1p 1 + a 2p 2        ve q s 2 = c 0 + c 1p 1 + c 2p 2 
q d1 = b 0 + b 1p 1 + b 2p 2  q d2 = d 0 + d 1p 1 + d 2p 2 

q s1 , q d1 , q s 2 , q d2 

p = 162
18

 = 9
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‹ki bilinmeyenli iki denklemden oluflan bu sistemin çözümü için birinci denklemi
3 ile çarp›p ikinci denklem üzerinde toplarsak,

14p1 = 84            veya p1 = 6

bulunur. Böylece   3p2 = 24 + p1 = 24 + 6 = 30  ,  p2 = 10   olur. fiimdi bu den-
ge fiyatlar›n› her bir sistemin arz ya da talep fonksiyonlar›nda yerine yaz›nca, her
bir mal›n arz miktar› talep miktar›na eflit olacakt›r. Yani,

q1 = 12 - 2p1 + p2 = 12 - 2(6) + 10 = 10
q2 = 18 +  p1 - p2 = 18 + 6 - 10 = 14

olacakt›r. Böylece  denge fiyatlar p1 = 6,  p2 = 10 ve  denge  miktarlar› q1 = 10,
q2 = 14   olarak bulunur.

1. Bir mal›n talep fonksiyonu   qd = 75 - 2p ve arz fonksiyonu qs = -15 + 4p ola-

rak veriliyor. Bu mal için,

a) talebin s›f›r oldu¤u,

b) arz›n s›f›r oldu¤u,

c) arz ve talebin eflit oldu¤u

fiyatlar› belirleyiniz.

2. Arz ve talep fonksiyonlar›,

qs = -5 + 3p

qd = 35 - p

olarak verilen bir mal›n hangi fiyat› için arz ve talep miktarlar› eflit olur? Den-

ge miktar›n› belirleyiniz.

3. Arz-talep do¤rular›,

qs = -13 + 12p

qd = 27 - 4p

olarak verilen bir modelin denge noktas› nedir?

4. Birbirleriyle iliflkili iki mal›n arz ve talep fonksiyonlar›,

= 54 - 2p1 + p2 = 68 + 3p1 - 2p2

= 11p1 - 16 = 11p2 - 18

olarak veriliyor. Her bir mal›n arz ve talebinin eflit miktarlarda olaca¤› denge

fiyatlar var m›d›r? Varsa denge de¤erleri nelerdir?

q s 2
q s1 

q d2 q d1
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Kendimizi S›nayal›m
1.  2x + 3y = 1   ve  -3x + 2y = -8 do¤rular›n›n kesim nok-

tas› afla¤›dakilerden hangisidir?

a. (-1 , 2)

b. (2 , -1)

c. (1 , -1)

d. (-1 , 1)

e. (2 , 1)

2. 2x - 5y = 16

-x + 7y = -17

do¤rusal denklem sisteminin (x, y) çözümü afla¤›dakiler-

den hangisidir?

a. (18, 4)

b. (23, 6)

c. (-4, -3)

d. (3, 2)

e. (3, -2)

3. 3x + 6y = 8

kx + 2y = 6

do¤rusal denklem sisteminin çözümsüz olmas› için  k   ne

olmal›d›r?

a. -2

b. -1

c. 1

d. 2

e. 3

4. -5x + ky = -2

15x + y = 6

do¤rusal denklem sisteminin sonsuz çözümü oldu¤una

göre, k kaçt›r?

a. -1

b. -1/3

c. 1/3

d. 1

e. 3

5. 2x + 3y - z - 1 = 0   ,   -x + 5y + z - 14 = 0   ve

3x + y + 2z - 5 = 0   

düzlemleri verilsin. Bu düzlemlerin kesim noktas› afla¤›-

dakilerden hangisidir?

a. (1 , 2 , 3)

b. (-1 , 2 , 3)

c. (-2 , 1 , 3)

d. (2 , 3 , 1)

e. (2 , 3 , -1)

6. x + y - 2z = -2
2x - y - z = 5
x - 3y + 2z = 10

do¤rusal denklem sisteminde yer alan düzlemlerin arake-
sit do¤rusunun parametrik denklemleri afla¤›dakilerden
hangisidir?

a. x = t
y = -4 + t
z = -1 + t (t Œ R)

b. x = -1 + t
y = -3 + t
z = t (t Œ R)

c. x = -1 + t
y = 2t
z = t (t Œ R)

d. x = 1 + t
y = -1 + t
z = t (t Œ R)

e. x = 1 + t
y = t
z = 1 - t (t Œ R)

7. 2x1 + 3x2 - x3 + x4 = 0
x1 - x2 + 3x4 = 0

3x2 - x4 = 0
do¤rusal denklem sisteminin çözümü ile ilgili afla¤›daki
ifadelerden hangisi do¤rudur?

a. Sistemin tek çözümü x1 = x2 = x3 = x4 = 0  d›r.
b. Sistemin tek çözümü x1 = -8 ,  x2 = 1,  x3 = -10,

x4 = 3  tür.
c. Sistemin sonsuz çoklukta çözümü vard›r ve bu çö-

züm,
(t Œ R)

d. Sistemin sonsuz çoklukta çözümü vard›r ve bu çö-
züm,
x1 = -8t , x2 = t , x3 = -10t , x4 = t (t Œ R)

e. Sistemin çözümü yoktur.

8. x1 + 7x2 - 3x3 = -40
2x1 - x2 + x3 =  9
x1 - 3x2 + 2x3 = 20

do¤rusal denklem sisteminin (x1,  x2,  x3) çözümü afla¤›-
dakilerden hangisidir?

a. (3 , -7 , -2)
b. (1 , 3 , 2)
c..  (1 , -5 , 2)
d. (-1 , 5 , 4)
e. (-5 , 2 , 3)

x 1 = - 8
3 t , x 2 = 1

3 t , x 3 = - 10
3  t , x 4 = t 
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9. Arz-talep fonksiyonlar›,
qs = -14 + 8p

qd = 105 - 9p

denklemleriyle verilen bir mal›n denge fiyat› ve denge
miktar› afla¤›dakilerden hangisidir?

a. p = 3 , q = 10
b. p = 10 , q = 15
c. p = 11 , q = 74
d. p = 11 , q = 6
e. p = 7 , q = 42

10. Arz-talep fonksiyonlar›,
= 3 - p1 + p2 ,    = -4 + 5p1

= 14 + p1 - 3p2 ,  = -9 + 2p2

denklemleriyle verilen iki ticari mal için denge fiyat› ve
denge miktarlar› afla¤›dakilerden hangisidir?

a. p1 = 2   ,   p2 = 5   ,   q1 = 6    ,   q2 = 1
b. p1 = 2   ,   p2 = 6   ,   q1 = 6    ,   q2 = 3
c. p1 = 3   ,   p2 = 5   ,   q1 = 11   ,   q2 = 1
d. p1 = 3   ,   p2 = 7   ,   q1 = 11   ,   q2 = 5
e. p1 = p2 = 5           ,   q1 = 21   ,   q2 = 1

Biraz Daha Düflünelim
1. a) 3x - 4y = 6 b) 5x + 2y = 11

x + 2y = 2 4x + 3y = 6

do¤rusal denklem sistemlerini grafik olarak çözünüz.

2. 3x + y = 2 - 3x + 2y = y

5x - y = 4   ,    8x = 6

do¤rusal denklem sistemlerinin eflde¤er oldu¤unu göste-

riniz.

3. x - 2y - z = 2

x -  y + 2z = 9

2x + y + z = 3

sisteminin çözümünü bulunuz.

4. ‹ki kapda bulunan %4 lük ve %9 luk tuz çözeltilerin-

den 50 litre %6 l›k bir çözelti elde etmek için her bir kap-

dan ne kadar çözelti al›narak kar›flt›r›lmal›d›r?

5. Bir nehirde seyreden bir bot, önce nehirin ak›fl›na ters

yönde 6 saat yukar› do¤ru seyrettikden sonra geriye dö-

nüyor ve 2 saatte hareket etti¤i noktaya ulafl›yor. Sonra

afla¤› do¤ru 3 saat seyredip, tekrar yukar› do¤ru 8 saat

seyretti¤i halde bafllang›ç noktas›na 4 km yaklafl›yor. Bu

nehirin ak›fl h›z› nedir?

q s 2q d2 

q s1 q d1

Pierre Fermat (1601 - 1665)

Avukat ve devlet adam› olan Fermat’ ›n bili-
nen en önemli çal›flmas› Fermat’ ›n son teore-
mi olarak bilinen " xn+yn=zn (n >2) denkle-
minin pozitif tam say›lar için çözümü yoktur"
biçiminde ifade edilen teoremdir. Bu teorem
için Fermat, okudu¤u bir kitab›n kenar›na flu
notu yazm›flt›r: "Ben bu teoremin gerçekten
çok güzel bir kan›t›n› yapt›m, fakat bu sayfa-
n›n dar kenar›na s›¤maz." Oysa bu teoremin
kan›t› matematikçileri yaklafl›k 350 y›l u¤rafl-
t›rm›flt›r.


