LAPLACE DONUSUMU

Lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢cin ¢cok kullanilan
yontemlerden birisi integral doniisiimleridir ve bir integral doniisiimii

B
F(s) = [K(s,0)f (t)dt (1)

formundadir. Burada verilen bir ‘f’ fonksiyonu ‘F’ fonksiyonuna doniisiir
ve F fonksiyonuna f in fonksiyon doniisiimii denir. K(s,t) ye ¢ekirdek denir.

0

L(f(t)= F(s)= [ f()dr )

0

L(f(v)) veya F(s) e f fonksiyonunun Laplace doniisiimii denir.

K(s,t)= e™ dir.

Laplace doniisiimiiniin tannmindan da goriildiigii gibi bu doniisiim
genellestirilmis integral(improper) goriiniimiindedir. Bu nedenle
genellestirilmis integral kavramim hatirlamak icin bir 6rnek ve teorem
verelim. Genellestirilmis integral sonluaraliklar icin integralin bir siniri
olarak tanimlanir

) A

[fode=1im ., [ f@)ar A pozitif reel say1

Eger integral her A>a icin-a dan A ya var ise ve A—coc limiti mevcut ise
genellestirilmis integral yakinsak , aksi takdirde iraksaktir.

Ornek:

Te”dt =9 t>0
0

. ? . “ . 1
lim, ,, [e“dr=lim, , < |’ =lim, (e ~1)
C

A—>x
0

c

¢<0 icin genellestirilmis integral yakinsaktir. ¢c>0 ve ¢=0 icin iraksaktir.
Teorem 6.1.1

f fonksiyonu t>a icin parcal siirekli fonksiyon, M pozitif sabit bir say1 ve eger

[f(t)|< g(t) I g(t)dt yakinsak ise j f(t)dt de yakinsaktir.
M a
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Diger yandan t>M ve f(t)>g(t)>0 olmak iizere eger j g(ydtiraksak ise
M

j f(t)dt de wraksaktir. Yukarida (2) nolu denklemle verilen L(f{z)) veya F(s)

Laplace doniisiimiinde genellestirilmis integral yakinsak oldugunda
tanimlanmaktadir.

Teorem 6.1.2:

1) keyfi bir pozitif ‘A’ sayisi1 icin 0<t<A araliginda f fonksiyonu parcah
siirekli olsun

2) M icin |f(t)|<K e olsun Bu esitsizlikte K,M pozitif olmak iizere K,a,M
reel sayillardir. Bu sartlar saglaniyorsa

0

L(f(t))= F(s)= [ f()d: doniisiimii s>0 icin vardir.

0

Ornek 1:
J)=1, 0 , L1)=?

Coziim:

© —st

e

N

L()= F(s)= Ie’”f(t)dt =Te‘”1dt= _

0

—st —sA4
lim,,,~— |/ = 1imm(— g +1J “Los s0
S S S

Ornek 2:

f=e", 0 , L(e“)=?

o0 0

A
! - = 1 —(s= : 1 —(s—a
L(ea)= Ie St o4t Iy :Ie (s a)tdt :llmA—):;o J‘e (s a)tdt:llmA_»o__e (s—a)t
0 0 0 S—a

A
0

T I

S—a S—da

e—(s—a)A _ (_

)j = 1/s-a s>a
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Ornek 3:
f()=Sin(ap), 20 , L(Sin(at))=?

© A
F(s)=L(Sin(ay)= [e™ sinatdt =lim ,_,, [ sin atdt = s>a
0 0

St

u=e" du = —se™"dt

) 1
dv=sinatdt v=-—cosat
a

} uv-/vdu

u=e" du =—se™"dt

F(s)=lim dv=cosatdt v= lsin at

— A
ecosat 4 ST _
esar s,
a
0 a

" cos atdt [

sag tarafa kismi integrasyon uygulanirsa

2 ®
F(s)= [ sinardr = 1/a -s¥/a” F(s)
a a

0

F(s)= L(Sin(at)) =a/(s*+a”)”s>0 bulunur.
Ornek 4:

f(t)=t L(t)=?
L(t)= F(s)= .[ewf(t)dt =.[e*stzdt [dv RN g

0

0

:ltefsto +1J'e—stdt:()+lle,st :Lz
§ TS% ss |y s
Odev:
Lo~ L(t})=? L(t)=2/s’
2- (=t L(t)=? L(t)=6/s*

3-  f(t)=cos(at), 20 , L(cos(at))=s/s*+a’

Laplace doniisiimii lineer bir operatordiir ger¢ekten f; ve f, fonksiyonlarini
s>a,$>a, icin Laplace doniisiimleri bulunsun. Burada s, a; ve a, nin
maximumundan biiyiik olmak iizere

o0 0 0

Licifit)+eh®)=[ e (e /() + e, fy(O)dt = ¢, [ e fi(D)dt +¢, [ e £, ()t

0 0 0
L(cifi(t)+eaf(t) = e1L(fi(t)+c: L(f2(t)
lineer bir operatordiir.
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Ornekl:

at —at

e e

L(sinhat)= L(

Ir can] 1)1 1 1( 1 1
:E[L(e)—L(e )]ZE{ _ }:E( ~ jzzaz

s—a s—(—a) s—a s+a

)=?

Odev:
L(coshat)=?

e’ +e s
) L(coshat)=———

S —a

L(coshat)= L(

6.2.BASLANGIC DEGER PROBLEMLERININ COZUMU ****
Laplace doniisiimii sabit katsayili diferansiyel denklemlerin baslangic deger
problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilir. Laplace déniistimiinii bu tiir problemlere
uygulamadan once f, f ,............. ,f7(t) fonksiyonlarmin laplace doniisimiini
bilmeliyiz.
Teorem6.2.1:
f stirekli ve f parcali siirekli ikifonksiyon (0 < t< A araliginda)olsun Ayrica
K,a,M sabitler olmak iizere
f(t)<Ke" , t>M olsun. Bu takdirde

L[ f(t) ]=s L[ f(t) ]- f(0)-.....-
saglanir.

Teorem6.2.2:

f siirekli ve f parcalt siirekli iki fonksiyon (0 <t < A araliginda)olsun Ayrica
K,a,M sabitler olmak lizere

f(t)|<Ke™ , | f(t)|<Ke™ ,.......... )| F(H)|<Ke™ t>M olsun
Bu takdirde s>a ic¢in L[ f(t) ] vardir, ve
L[ £(t) ]=s" L[ f(t) ]-s""£(0)-.....-sf"2(0)- £*'(0)

L[ f(t) ]= L[ y(¢) ] ile gosterirsek
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L[ y"(t) = s" L[ y(t) ]-s""y(0)-....-sy"*(0)- y"'(0) GENEL DURUM

Lly I=s" LLy(t) I-sy(0)-y (0)

Lly ]=s L[ y(t) ]-y(0)

Llyl= Llyl=

y(0),y’(0) karsiliklar1 dif denklemde yerlerine konulur ve L[y(t)] ¢ekilerek
Laplace dontisiimii uygulanir elde edilen ifadeler toplanarak genel
¢Oziim elde edilir.

ORNEK 1:

y’+y=sin2t ,y(0)=2, y’(0)=1 baslangi¢ kosullarimi saglayan diferansiyel
denklemi ¢oziiniiz.

¢cozim:

L(y:)+L(y)=L(sin2t) ,

L(y )=s" L(y)-sy(0)- y (0)

L(y)= L(y)

her iki tarafin laplace doniisiimii.alinir, baslangic kosullar: yerine konulur
y(0)=2, y’(0)=1, L(y) cekilirse L(y +y)= L(sin2t)

s’ L(y)-sy(0)- y (0)+ L(y)= 2/(s*+4)

s’ L(y)-2s- 1+ L(y)=2/(s*+4)
L(y)[s*+1] =2s+1+—>

5744

L(y)=2s"+s"+85+6/(s+1)(s™+4) bulunur.
Buifadeyi basit kesirlere ayirirsak

=as+b+cs+d B (as+b)(s* +4)+(cs +d)(s* +1)
sT+1 s*+4 (s> +1)(s> +4)

L(y)

ve iki ifadenin paydalari esitlenirse
2s3+s2+8s+6=(a+c)s3+(b+d)s2+(4a+c)s+(4b+d)

a+c=2 b+d=1 a=2 c=0
4a+c=8 4b+d=6 b=5/3 d=-2/3
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2s 5/3 1/3*2
y(s)= +

s24+1 sP+1 s*+4

Laplace doniisiim tablosundan

y=0(t)=2cost+5/3 sint-1/3sin2t
bulunur.

6.3 BASAMAK FONKSIYONLARI

Birim Basamak Fonksiyonu(Heaviside Function)

u(t)y= 0 c>t
1 t>c seklinde tanimlanmaktadir.

uc(t)fonksiyonunun Laplace doniisiimii:

® ks —cs

L(ue(t)= = [e™"u, (6)dt = [ ™"u, (t)dt ==

0 c

s>0 dir.

S

> 0 i¢cin tamimli, verilen f(t) fonksiyonu igin, ilgili g(t) fonksiyonwbirim basamak fonksiyonu
yardimi ile,

y=g)= 0 e>t
f(t-c) t>c g(t)=u(t)f(t-c)

dir.
Teorem6.3.1: Eger s >a> 0 igin

F(s)=L(f(t)) var ve ¢ pozitif bir say1 ise
L(u (0)f(t-c))=e™ L(f(t))= ¢ F(s) s>a dir.

Tersine’eger f(t)=L "' (F(s)) ise buradan
u()f(t-c)= L™ (e F(s)) dur.

ORNEK 1:
f(t)= sint 0<t<n/4
sint+cos(t-n/4) t>n/4ise ise L(f(t))=?

f(t) fonksiyonu 2 fonksiyonun toplami seklinde yazilabilir
f(t)=sint+g(t) 0 t<n/4
g(V)=

cos(t-m/4) t>m/4

g(t) fonksiyonu da
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ll-|-|-/4(t)= 0 t<n/4
1 t>7/4 seklinde tanimlanmaktadir.

olmak iizere
Boylece g(t)= u4(t) cos(t-m/4) olur ve Laplace doniisiimiiniin lineerliginden

L[ f(t) ]= L[ sint ]+L[ uy4(t) cos(t-/4) ]= L[ sint J+e @ L(cost)

1 _ s 1+ se /s
+e (/4)s - —

st +1 sT+1 s +1

ORNEK2:

F(s)=(1-¢*)/s* in ters doniisiimiini bulunuz.

Ters doniisiimiin lineerliginden; L! (e F(s)) =u(t)f(t-c) ile
f(t)y= L' (F(s))= L ((1-e*)/s>)= L' (1/s%)- L' (e®/s?)=t - u,(t)(t-2)

fiy5 t 0<t<2

2 2 seklinde bulunur.
Teorem 6.3.2:
s>a>0 icin F(s)=L(f(t)) var ve c sabit ise;
L(e® f(t))=F(s-c), s> a+c saglanir.

Tersine, eger f(t)= L'I(F(s)) ise

e f(t) = L' (F(s-¢)) dr.
ORNEK

G(s)=1/(s’>-4s+5)  in ters doniisiimiinii bulunuz. L™(G(s))=?
¢cozim:
G(s)=1/(s-2)’+1 =F(s-2) yazabiliriz. Burada F(s)=(s’+1)" dir

L' (F(s))=sint oldugundan teorem6.3.2 den
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b

g(t)= L™ (G(s))= L' (F(s-2))= ¢*'sint e sinbt=——
(s—a) +b

6.4. SUREKSIZ KUVVET FONKSIYONLARI iLE DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

ornek:

g(t)=u5(t)-u20(t)ﬁ 1 s<t<20
0 0<t<S5 veya t>20
olmak iizere
2y”’+y’+2y=g(t), y(0)=0,y’(0)=0 diferansiyel denklemin ¢éziimiinii bulunuz.
Diferansiyel denklemin Laplace doniisiimii

25%y(s)-2sy(0)-2y’(0)+sy(s)-y(0)+2y(s)=(L(us(t))-L(t20(t)))=(e - **)/s

Baslangi¢ degerleri yerlerine konup y(s) cekilirse;

-5
e —e

s(28” +5+2)

—20s

y(s)=

bulunur.

y=d(t) yi bulmak i¢in y(s) si daha basit olarak y(s)= (¢ *-¢*")H(s) seklinde
yazariz. Buradan

1

H(s)= 5(25° +5+2)

dir. Buradan da eger

L(tH)=L"(u(s)) ise y=¢(t)=us(t)h(t-5)-uso(t)h(t-20) elde edilir.

e>u(s) ve e>®u(s) min ters déniisiimlerini yazmak icin (Teorem3) ii

kullaniriz. Sonug olarak h(t) bulmak icin H(s) i basit kesirlere ayirirsak

H)=%+ 5% o m2p=—te=-1/2
s 28" +s5+2
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bulunur. Yukaridaki esitlikte yerlerine konur

Hs)=V2__s+1/2 j=1/2_(1j s+ I+ 1)

doniisiim tablosundan

s 257 +s+2 s 2 (S+%)2+1%6
yararlanilarak
h(t)=% _% et cos(@t) + (1£55)e—t/4 Sin(@z‘)}

6.5.impulse Fonksiyonlar
0 dirac delta olarak isimlendirilir ve laplace doniisiimii:

L(3(t-t g))=e™, t>0 dir.
Ornek 1:

ay’’+by’+cy=g(t) (a,b,c sabit)
g(t)=20(t-7)+558(t+3) fonksiyonunun Laplace déniistimiinii bulunuz.
L(8(t=t))=e™, idi.
L (g(t))=2 L(3(t-7))+5 L(8(t+2))= 2¢ *+5¢*
= 2e7*+5¢* bulunur.
Ornek 2:
YHY+y=56(-2) y0)=0 , »'(0)=0 baslangi¢c deger problemini ¢oziiniiz.
Laplace dondsdmdndn_lineerliginden

L")+ Ly |+ Lly]= L6 @ - 2)]=e™

L= 7Y (5) = s9(0) - y'(0)

L[y'|=s¥(s) =»(0) s°Y(s)—sy(0) = y'(0) +5Y(s)— y(0) + Y (s) =™
Ly]=Y(s)

$7Y(s)—5.0-0+5Y(s)-0+Y(s)=e™

Y(S)[s2 +s+ 1] =e”, Y(s)=e =e P’ F(s)

st+s+1

olur. Once F(s) nin laplace doniisiimii bulunursa
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I

1
(+5)+Z (s+ )+Q/)

e“sinbt = ————- fty=,|— = —e 2 sin —t
(s—a) +b 3
(S—(—*)) \/7

Ayrica
f(t)= L' (F(s)) ise
e f(t) = L' (F(s-¢)) doniisiimii dikkate alinirsa ¢==1/2 olur

Diger taraftan

f(t)=L"'(F(s)) ise
u(f(t-c)= L (& F(s))idi.

y=L" (Y(s))= L (¢ F(s))=us(t) \Ee‘;("” sin %(r )

Odev:
2y’ +y’+2y=5(t-5) y(0)=0, y’(0)=0

6.6. Konvoliisyon integrali
Bazen bir Y(s) laplace doniisiimii, bilinen f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin laplace
doniistimii-olan F(s) ve G(s) nin ¢arpimi olarak verilebilir.
Y(s) = F(s)* G(s). Bu durumda Y(s) ye f ve g fonksiyonlarmin ¢arpiminin
laplace doniigiimii olarak bakilabilir.
Teorem 6.6.1. (Konvoliisyon Teoremi)
Eger F(s)=L(f(t)) ve G(s)=L(g(t)) s>a=>0 i¢in var ise,
y(1)=F(s) G(s)= L(y(1)), s>a (1)

Burada y(t)
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YO=[ £t -0)g(0)dz = [ f(D)g(t—7)dr. )

Buradaki y(t) fonksiyonu f(#) ve g(t) nin konvoliisyonudur.ve (2) deki
integraller konvoliisyon integralleridir.

Ornekl

(1) ()= j ft-o)ldr = j f(t-7)dr.
Eger f(t)= cost ise

t =t

(F*D(®)= [cos(t —7)dr = —sin(t—7)|  =-sin0+ sint= sint.

D= f (1) dir.

=0

Ornek2

H(S):% ters fonksiyonunu bulunuz, L (H(s)=?

s°(s* +a’)

H(s) yi s ve ﬁ gibi diisiinerek tablodan bakilirsa bunlar t ve sinat nin
s +a

doniisiimleridir. Teorem 6.6.1 den

y(t)Zj.f(t -7)g(r)dr = j(t —7)sinardr = at;zinat

0 a

Diger bir yolda onceden cozdiigiimiiz gibi H(s) yi basit Kesirlere ayirarak ta
bulabilirdik.

Ornek3

L_I(H(S)) - L_l(s(sz 1—I— 16)

konvoliisyon teoremini kullanarak bulunuz.

Y= L' (F(s)G(s)) fonksiyonunun ters-laplace déniistimiinti

S
s(s>+16) s (s>+16)
seklinde yazilirsa

H(s)= = F(s)G(s)

1= L‘(%) _1,g(t)= Ll(ﬁ) _ %sin 4
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oldugu dikkate alinarak

L (H(s)=L\( )=L"(F(5)G(s))

s(s? 16)

=I f(t—-1)g(r)dr = j f(v)g(t-7)dr. integrallerinden isleme uygun olani secilerek
0 0

h(t)= L )= j f(t-1)g(r)dr = j (l)*—sm4r)dr

( 16)
h(t)= l(—COS4T)|t :l(l—cos4t)
4 07 4
Ornek4
y +4y=g(t) y(0)=3, y’(0)=-1 baslangi¢ deger problemini ¢oziiniiz.
s* Y(S)-3s+ 1+4 Y(s)= G(s)

veya

3S—1+G(S) Y(s)=3 102 1 2

Y(s)=
®) s+4 st +4 44 2514 25+

G(s) tablodan

Bu denklemin tigiincii terimindeki G(s) nin ¢arpanina

2
F(s)=-
(S) 2s*+4

denirse

S L. 2
s +4  25°¥4
buifadenin her iki tarafinin ters laplace doniisiimii alinirsa ve ters laplace
dontstimiiniin lineerligi dikkate alinarak

Y(s)=3 + F(s)G(s)

L) =30 ) —%L‘l(szi D+ (FEGE)

ayrica L'(F(s)G(s)) konvoliisyon ile bulunabileceginden

L' (F(s)) = %Ll(szi4) oldugu dikkate alinip Laplace tablosundan

y(t)= 3cos2t- % sin 2¢ + %J. sin2(¢t —7)g(r)dr
0
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