IKINCI DERECE DENKLEMLERIN SERI COZUMU

y=> a,(x-x,)" kuvvet serisi
n=0

m
1) Eger bir kuvvet serisinin kismi toplamlar dizisinin lim,,_,, Y a,(x—x,)" limiti
n=0

0
var ise z a,(x—x,)" kuvvet serisine x noktasinda yakinsak denir. Eger kuvvet serisi
n=0

bir x noktasinda yakinsak degil ise, bu x noktasinda iraksaktir.

0
kuvvet serisi bir x noktasinda yakinsak ise z a,(x=x,)"
n=0

2) Eger i|an (x—x,)"
n=0

kuvvet serisine ‘mutlak yakinsak’ seri denir. Eger bir seri mutlak yakinsak ise
kendiside yakinsaktir. Fakat tersi herzaman dogru degildir.

3) Bir kuvvet serisinin mutlak yakinsakligimin aragtirilmasinda kullanilan testlerden
birisi oran testidir.

a}z+1

a

n

limiti varsa, <1 kosulunu saglayan x degerleri icin yakinsaktir.

=L

=lim, |(x - X, )|

L<1icin Yakinsak
L>1icin Iraksak L=wxise
L=1 icin Testle karar verilemez.

Ornek:

i(—l)”“n(x ~2)" serisi hangi x degerleri icin yakinsaktir

n—1

n+l1

=x-2

lim

(x=%,) | Qnn |
a

n

,,_m| =lim, ‘x -2 |

n

| x-2| <1 igin veya -1<x-2<1 1<x<3 i¢in yakinsak
| x-2| >1 icin raksaktir. | x-2| =1 icin x=1 ve x=3 icin seri ayrica incelenir

x=li¢in > (-1)"'n(1-2)" =lim,,, > (-)**'n  sonlu bir deger
n=1 n=l

olmadigindan raksaktir.

x=3 i¢in ) (-)"'n(3-2)" =lim,, > (-)""'n waksaktir.
n=l1

n=1
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4) Eger x=x, noktasinda ) a,(x-x,)" kuvvet serisi yakinsak ise,bu
n=0

takdirde | x-x0| <| xl—x0| icin mutlak yakinsak ve eger x=x; noktasinda
kuvvet serisi 1raksak ise | x—x0| > | XI—X0| icinde 1raksaktir.

5) Reel ve pozitif bir p sayisi i¢in ian(x -x,)" kuvvet serisi
n=0

| x-xo| < p i¢in mutlak yakinsak ve | x-xo| > p i¢in iraksak ise p ya
‘yakinsaklik yaricapyr’ denir.

-Bir kuvvet serisi sadece bir x, noktasinda yakinsak ise p=0 dir.
-Eger kuvvet serisi her x i¢in yakinsak ise p=co dir.
-Egerp>0 olmak iizere | x-xo| < p araliginda seri yakinsak ise buaraliga

‘yakinsaklk araligr’ denir.

| x-Xo| = p yi saglayan noktalarda seri yakinsakta, traksakta olabilir.

seri rraksak

Xo-P Xo Xo+Q. seri raksaktir
ygaklnsakhk aralig1
Ornek:
(x+l) | e )™ "] | no | |x+1|
Z n~>00 n+l | |
~ (2 +1)2 (x+1) (n+1)2]
@ | x+1| <2 2<x+1 <2 3<x< 1

x=-3 i¢in 2(3“) Z(?f Z( D’

seri yakinsaktir. Fakat mutlak yakinsak degildir. Bu nedenle seri sartli yakinsaktir.
Un>1/(n+l)  asan lim (1/n) =0 1raksak

x=1 i¢in Z( ) Z raksaktir.

-1 n

Mutlak yakinsak oldugu arahk -3<x<1 dir
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Eger ian (x—x,)" ve ibn (x —x,)" serileri sirasi ile f(x) ve g(x)

n=0 n=0
fonksiyonlaria yakinsiyorlarsa

| x-x, < icin f(x) #g(x
P g

6) f(x) +g(X)=3 a, (x ~x,)" £ 3 b, (x~x,)"= > (a, £b,)(x~x,)"

n=0

7) (%) *2(X)=3 a, (x=x,)"* b, (x )" = ¢, (x - x,)"

n=0

f(x) / g(x)= idn (x—x,)" yakinsaktirlar.

n=0

8) | x-x0| < p arahigindaki her x icin f fonksiyonu siirekli ise, f, f°,.....
tiirevleri de bu arahkta siireklidir.

y=f(X)=2+a; (X-X0)+a2(X-Xg) Frerrrer =S, (x-x,)"

n=0
y’=(x)=a;+2a5(X-Xg)+...... +(n-1)ay 1 (x-Xg)" > +n-a,(x-Xo)"'= i na, (x—x,)""
y’=f (x)= 2ay+.e.t(0-1)(0-2)ap 1 (X-Xg) " ... = 2 n(n—"Da, (x—x,)""

n=2

9) f fonksiyonu x=x, noktasrcivarinda a,=(f"(xy)/n ile

f(x)= z f ’gx(’)(x —xy)" seklinde yazilabiliyorsa buna taylor serisi denir.
n=0

10) Eger Y a,(x—x,)"=)b,(x—x,)" her x i¢in saglamyorsa a,=b, n=1,2...

n=0 n=0

Ayrica her x icin Zan (x—x,)"=0ise ag=a;=a,=......... =a,=0 olur.
n=0

Eger f fonksiyonu bir x=x, noktasi civarinda p>0 olmak iizere yakinsakhk
yaricapi p olan bir taylor serisinin acilimi seklinde yazilabiliyorsa, bu
fonksiyona x=xy noktasinda analitiktir denir.

Ayrica 6.ve 7. maddeden f ve g fonksiyonlar: bir x=xy noktasinda analitik iseler,

bu takdirde f(x) £g(x), f(x) *g(x), f(x) / g(x) kosulu ile, x=xy noktasinda
analitiktir.(xo noktasi civarinda tiirevi vardir).
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INDEKS DEGISIiMi
Z.O: an (x)" = i an+2xn+2
n=2 n=0

i (n+2)(n+Da,(x—x,)"> = i (n+4)(n+3)a,.,(x—x,)" n=n+2

n=2 n=0

i(r +n)a,x"" = i(r +n—1a, x"" n=n-1

n=0 n=l1

i(n +1a,, x" = ianx" iki serinin birbirine esit olmasi icin

n=0 n=0

(n+1)a,+;=a, olmahdir.

ADI NOKTA,TEKIL NOKTA, DUZGUNTEKIL NOKTA VE
DUZGUN OLMAYAN TEKIL NOKTA TANIMLARI
P(x),Q(x),R(x) fonksiyonlar1 poelinom olmak iizere

dzy

LS 100 Y 4 Ry =0 (1)
x dx

veya P(x)=0

&’y 00 dy . RG)

B B 0=y +p(x)y +q(x)y=0

denklemi icin

P(x)#0 sartin1 saglayan x=x, noktasina ‘adi nokta’ denir,
P(x)=0 kosulunu saglayan x=x, noktasina(1) denkleminin ‘singular
(tekil)noktasi’ denir.

O(x)

lim , (x—x))=~= sonlu , lim_, (x-x,)

P(x)

2 R(x)
P(x)

sonlu
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ise bu kosullarl saglayan X noktasina

+ R(x)y = 0denkleminin ‘Regiiler-Singiiler Noktast’

demr.

Herhangi bir singﬁler noktas1 regiiler-singiiler nokta degilse bu noktaya

+ R(x)y =0 denkleminin ‘irregiiler-singiiler noktasi’

deml
ornek:

1) (x*-4)y”’+2xy’+ay=0 a sabit diferansiyel denkleminin adi ve tekil
noktalarini belirleyiniz.

P(x)=(x’-4)=0  x=+2 tekil noktalar
bunun disinda kalan diger tiim noktalar adi noktalardir.

2) X’y +xy’+(x*-1)y=0 diferansiyel denkleminin adi ve tekil noktalarmni
belirleyiniz.

P(x)=0ile (x’=0 x=0 tekil nokta, diger tiim noktalar adi noktadur. )

BiR ADi NOKTA CiYARINDA SERi COZUMLERI

+ R(x)y=0 (1)

2.dereceden lineer denklemin ¢6ziimiinii bulmak icin yontemler ariyoruz. (1)
denklemine 6rnek olarak,

X’y +xy +(x>-v’)y=0 v (sabit) (BESSEL DENKLEMI)
(1-xY)y -2xy +a(a+1)y=0  o(sabit)(LEGENDRE DENKLEMI)
y”’-Axy=0 A sabit (AIRY DENKLEMI)
y’’-2xy’+2ny=0 , n bir tamsay1 (HERMITE DENKLEMI)

(1) denklemindeki P(x),Q(x),R(x) fonksiyonlari polinom olarak ele
alinmistir(daha sonra bu fonksiyonlar degisik tiplerde ele alinacaktir).

P(x)#0 sartin1 saglayan x=x, noktasina ‘adi nokta’ denir, bu X, noktasinin uygun
bir civarinda P(x)#0 olur ve (1) denklemi
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dy O dy  R()

dx®  P(x)dx P(x) y=0=y +px)y +q(x)y=0 2)

seklinde yazilabilir.

P(x0)=0 kosulunu saglayan x=x, noktasina(1) denkleminin ‘singular (tekil)noktasi’
denir. (1) denkleminin ¢éziimleri x¢ adi noktasinin civarinda

y=a+2; (X-X0)+22(X-Xg) Frrrrree =Y a,(x-x,)" 3)

seklinde arariz. Bu serilerin [x-xo|<p, p>0 araliginda yakinsadig: farz edilmektedir.a,
katsayilar1 (3) denklemi ve bu denkleminy ve y tiirevleri alinip bunlar (1) nolu
denklemde yerlerine konularak bulunurlar

Ornek:

y +y=0, (4) —o<x<oo  y=Y 4, (x)"seklinde coziiniiz.

n=0
¢Ozum:

Verilen denklemde P(x)=1,Q(x)=0,R(x)=1 boylece her nokta adi
noktadir. Burada xy=0 alabiliriz. x)=0 noktasinin civarinda kuvvet
serine bakarsak

Y=a+ta X +a,X 23X FuX .. =ian(x)" (5)
y=ar+2axf..., An- Doy x"> +nax™'=3 na, v (©6)
n=1
yA42a,t. 3 (0 )(M-Dap X" =S nn-Daxt (7)
n=2

Zn(n Da,x" 2+Z:a (x)"=0

n=0

Z(n +2)(n+Da,, x"+ Za (x)"=0

n=0
veya

i((n +2)(n+Da,,, +a,)x" =0 olur. Bu denklemin her x i¢in

n=0
saglanabilmesi i¢in x in her mertebeden teriminin katsayisi ‘0’ olmalidir
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l elde edilir.

(n+2)(n+1)a~n+2+an=0 yardlml ile a,., = —m

—

n yerine 0.1,2,3.... verilerek katsayilar belirlenir. bu denklem bir
regiirans bagintisi(katsayilar arasindaki bagintiy: verir)dir.

T =-2,/3*2 =-a,/3!
y#] a3 a1 a1

as=- a,/4*3 = a/4*3%2= a,/4!
as=- a3/5%4 = a,/5%4*3*2= a,/5!

n=0 icin a, =

ap ve a; e baghdir.

Cift ve tek katsayilar asagidaki sekilde

- -1)* £ N
Ay S04 Ay = b a, yazabiliriz.
2k! 2k +1)!
katsayilar (5) denkleminde yerlerine konur
y= agta;X+2,X°+23X ... +a,x"
1\ VK
y= ao+a1x—a—°x2 _ﬂxs n +(1)—a0x2k+ (-1"q 2k
2! 3! 2k! 2k +1)!
2 4 Nk 2k 3 5 1k 2k
Y= ao(l—x—+x—+ ....... +%)+al(x—x—+x—+ ........ +%)
21 4 2k! 33! 2k+1)!

elde edilir. Bu serilerden birincisi Cosx in x=0 noktasindaki taylor serisine, ikinci
Sinx in x=0.noktasindaki taylor serisine agilimina esit oldugu goriiliir .O halde
¢Ozimu

y=a,Cosx + a;Sinx

seklinde yazabiliriz. Burada ay ve a; e bir sart konmamastir. (5) ve(6) denklemlerinden
x=0 i¢in y ve y’ den buluruz.y(0) vey’(0) baslangi¢ kosullar1 keyfi olarak secildigi
icin ay ve a; de keyfidir. Ancak 6zel olarak segilirlerse belirli olurlar.

Ornek?2

y’’-xy=0, —co<x<o0y= i a,(x)"seklinde ¢oziiniiz.

n=0
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Coziim:

Verilen denklemde P(x)=1,Q(x)=0,R(x)=-x boylece her nokta adi
noktadir. Burada xy=0 alabiliriz. x,=0 noktasinin civarinda kuvvet
serine bakarsak

2 3 4 -
y=apta;x+aXx + asxX"+asX ........ =>a,(x)"

: : 2 NI _
y =a;+2ax+.....F(n-1)a, X"~ tnax" =) na,x""

n=1

denklemde yerlerine konulursa

in(n ~a,x" - ia”x"+1 =0
n=2

n=0
o0 0
Z(n +2)(n+1a,, ,x"= Z:anx”+1
n=0 n=0

x" parantezine alabilmek icin bu esitligin sag tarafindaki serinin indisini
otelersek yani n=1 den baslatip n=n-1 yazarsak ve sol tarafdaki seriyi n=1 den
baslayacak sekilde yazarsak

2a,, Z (n+2)(n+a,, x"= Z a, x"= 2ay,32ax+4.3a,x"....= agx+a ;X +ax +
n=1

n=1

3
asx

a,=0 olmalidir. (2a,=0, 3.2a3x=a¢px , 4 3a,x°=a,x> )
> (n+2) D, , —a,,)x" =0
n=l1

a e
"+ 2)(n+1)

n—1

olur.
n=1 i¢in az=a(/3*2
n=2 i¢in as=a;/4*3

n=3 i¢in a5=a,/5%4=0
n=4 icin 26=23/6%5=2(/6*5%3*2
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n=35 icin a7=a4/7%6=2a1/7%6%4*3 ap ve a; e bagh

yzao+a1x+a2x2+a3x3+a4x4+ ........
yzao+alx+ 30/3*2 X3+ 31/4*3 X4+ .......

y= ay(1+ x*/6+x°/180...)+a,(x+x*/12+x7/504.....)

Yukaridaki esitlikte parantez iclerine sirasi ile y; ve y, diyelim. ap=1, a;=0 secelim
daha sonra da ay=0, a;=1 olarak secelim. Buradan y; ve y, nin ayr1 ayr1 verilen
diferansiyel denklemin ¢ziimleri oldugu gbriiliir. y, fonksiyonu y1(0)=1, y; (0)=0
baslangi¢ kosullarini saglar ve y, fonksiyonu y,(0)=0, yz’(0)=l baslangi¢ kosullarin
saglar. Sonug olarak y; ve y; lineer bagimsizdirlar ve genel ¢6ziim

Y= agy1(x)+a,y2(x)
seklindedir.

Odev:

e y”’-xy=0, —00<x<o0; egri denkleminin (x-1) kuvvet serisi seklinde seri
¢oOziimiinii bulunuz.

e (1-x)y’’+y=0 diferansiyel denkleminin x¢=0 noktas1 civarinda seri ¢éztiimiinii
bulunuz.(not: ilk 5 terime kadar a¢maniz yeterli)

ADI NOKTA CIVARINDA SERI .COZUMU
Bir 6nceki boliimde P(x),Q(x) ve R(x) polinom olmak {izere

P(x d’ Q-i— R(x)y=0 (1)
dx

seklindeki diferansiyel denklemin xy noktas1 civarinda ¢éziimlerini aradik
ve (1) denkleminin
y=¢(x)=a0+al(x-x0)+az(x-x0)2+ ........ =>a,(x—x,)" 2)

n=0
seklinde ¢6ziimiiniin arandigint [x-xo|<p, p>0 araliginda yakinsak oldugunu kabul
ettik. a, katsayilar1 (2) denklemi ve bu denkleminy ve y tiirevleri alinip bunlar (1)
nolu denklemde yerlerine konularak bulundugu anlatmistik

(1) denkleminin P(x), Q(x) ve R(x) fonksiyonlar1 analitik ise yukarida verilen
tanimlar ve kavramlar genisletilmek zorundadir

Tanim:
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Eger p(x)=Q(x)/ P(x), q(x)= R(x)/ P(x) fonksiyonlar1 x, noktasinda
analitik ise (analitik= x( noktasi civarinda tiirevi varsa)

Bunlara karsilik gelen Taylor serileri:

PX)=PotP1(X-Xo) v Tpn(X-X0)" = i P, (x=x,)"
A(X)=qoTqi(X-X0) Feeveereieniennn + qu(x-X0)"'= iqn (x—x,)"

n=0
1Se Xo noktasina

&y 0 dy  R()
dx*  P(x)dx P(x)

y=0=y +p(x)y +q(x)y=0

denkleminin ‘adi noktast’ denir. Aksi takdirde bu noktaya
‘singular(tekil) nokta’ denir.

Teorem:

x=X( noktasi; p(x)=Q(x)/ P(x), q(x)=R(x)/ P(x) fonksiyonlar1 x,
noktasinda analitik olmak tizere

&’y 0w dy  RW)

dx*  P(x) dx P(x)y:O:W +p(x)y +q(x)y=0

denkleminin bir adi noktasi ise buradan denklemin genel ¢oziimii
ygenel=zan (x=x,)"=2agy1(x) + asy2(x)
n=0

olur. Burada a, ve a; keyfidir, y; ve y, , Xy da analitik lineer bagimsiz
seri coziimleridir. y, ve y; seri ¢oziimlerinin yakinsakhik yaricaplari
en azindan p ve q ya karsilik gelen serilerin yakinsaklik yaricaplari
kadar genistir. Ix-xol=p ise seri yakinsakta iraksak ta olabilir.

Ornek 1:

x=x, noktasi civarinda (1-x’)y -2xy +a(a+1)y=0 o(sabit)
legendre denkleminin yakinsaklik yaricaplari icin bir alt sinir
bulunuz.

¢oziim:
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P(x)= (1-x)) , Q(x)= -2x , R(x)= ai(o+1)

P(x)=0 = x=1x1

Boylece legendre denklemininianx” seklindeki bir seri ¢coziimii en az
n=0

|x|<1 icin yakinsaktir.
Ornek2:

x=0 noktasi ve x=-1/2 noktasi civarinda
(1+x%)y +2xy +4x’y=0 denkleminin yakinsaklik yaricaplariicin bir alt
sinir bulunuz.

¢oziim:
P(x)= (1+x%) , Q(x)= -2x , R(x)= 4x*
P(x)=0, = x=z=i (kompleks)

Kompleks diizlemde x=0 olan+i noktalara uzakhk z=0+ti

Z=40% +1* =1=p dir 3 a,x" serilerien az| x| < 1 icin yakinsaktir
y

n=0

Kompleks diizlemde x=-1/2 olan *i noktalara uzakhk z=-1/2 tiile
% = p dir. ibnx” serileri en az | x-x, | < p x—%‘ <£
n=0

|2| = (%)2 +1° =

arahi@inda yakinsaktir.
REGULER, SINGULER NOKTALAR

Bu boliimde P(x), Q(x) ve R(x) birer polinom olmak {izere
d’y

2
P(x
()dx2

+ Q(x)%+R(x)y =0

denkleminin x, singiiler noktas1 civarinda ¢oziimiinii arastiracagiz.
Bunun i¢in

o)

X—X,)=——= sonlu  , lim_,_(x—x,)

( 2 R(x)
R TE)

P(x)

lim sonlu
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ise bu kosullan saglayan Xo noktasina
P(x) S Q(x) + R(x)y = 0denkleminin “Diizgiin Tekil nokta(Regiiler-

Smguler Noktasz) denir.

Herhangi bir singﬁler noktasi regiiler-singiiler nokta degilse bu noktaya
P(x) Y 4 Q(x) + R(x)y =0 denkleminin ‘irregiiler-singiiler noktast’

denlr.

bu ifadeler %=p(x) singiilerligin (x-xo)"' den ve @=q(x) deki
P(x) P(x)

singiilerligin de (x-x,)* den kétii olamayacagini belirtir.

Polinomlardan daha genel fonksiyonlar icinse, x,noktasinin regiiler-
O(x)
P(x)

singliler nokta olmas1 i¢in x, noktasi singiiler olmali ve-(x - x,)

ve (x-x,)’° E ;fonksiyonlarl X noktasinda Taylor serisine

acilabilmelidir

(Yani(x- xO)Q( )Ve (x—x,)7 E ; fonksiyonlar1 xy noktasinda analitik
P(x

P(x)

olmalidir).

Ornek

2x(x-2)2y"+3xy’+(x-2)y=0 denkleminin singiiler noktalarin1 bulunuz
ve bu noktalar1 regiiler ve irregiiler olarak siniflandirimz.

Coziim:

P(x)=2x(x-2)>  P(x)=0 2x(x-2)’=0 x=0, x=2 (singiiler noktalar)

p(x)=2W) =3/ 2(x-2)? T R(x) =2y 2x(x-2)?
P(x)

x= Xo =0 noktasi i¢in:

lim  (x=x)=~" o) _ o sonlu

m_)ox—z
P(x) T 2(x-2)
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2 R(x) _ .. , x=2 x°

lim, _,x" ————=Ilim _,,————=0 sonlu
P(x) 2x(x—2) 2x(x—-2)

limx—mo (X - xO)

limitler sonlu oldugundan x=0 noktasi regiiler-singiiler noktadir

X= Xo =2 noktas1 i¢in:

D) i, (x-2)——>——

limx%xo (x - xO) P P =
(x) 2(x-2)

x=2 noktasi irregiiler-singiiler noktadir.
Ornek 2:

(x-1/2)%y +(cosx)y +(sinx)y=0 denkleminin singiiler noktalarini
bulunuz ve bu noktalari regiiler ve irregiiler olarak simflandiriniz.

Coziim:

P(x)= (x-1/2)*>  P(x)=0 ile ~(x=m/2)’=0.ve x=1/2 (singiiler
nokta) Q(x)=cosx, R(x)=sinx analitik fonksiyonlar olduklarindan

gg;=(x_%) Cos;c2 _ cos;
(X—E) (X_E)
» R(x) s V4 sin x

P(x) (x_E) (x_ﬁ)z
2

(x—xp)

=sinx

(x—x,)

oS X
T
x_i
(x=2)

y=cosx in  x,=TI/2 civarinda taylor serisi

fonksiyonlari gozontine alinir. Buradan icin

X=X,

(x_xo)2

3
X—Xx .
cosx=y(xo)+ 522 () + E () + B2 ) e
7 7 7
p X_E - (X—E)2 (X_E)S -
COSX=cos —+—=(—sin—) + (—cos—)+ (sin—)
2 I 2 2! 2 3! 2

veya
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T3 s
(X_E) _(X—E)

COSX=—(x —%) +

3! S!
oldugundan
VA T
cos x (X_E)z (x_5)4 . . .
=—1+ T s bulunur bu seri her x i¢in yakinsar
4 ! :
(x— E)

sinx in xy=T1/2 civarinda taylor serisi

(=T (=T
2 " 2
2! 4!

x= 7/2 noktasi1 regiiler-singiiler noktadir.

sinx=1- -

taylor serisine acildigindan

Odev

1) x’(1-x’)y +2xy +4y=0 denkleminin singiiler noktalarim bulunuz ve
bu noktalar regiiler ve irregiiler olarak simiflandirimz.

1.

2) X’y -3Sinxy +(1+x)’y=0 denkleminin singiiler noktalarimi bulunuz
ve bu noktalar: regiiler ve irregiiler olarak simiflandirimz.(Taylor
serisi)

EULER DIFERANSIYELDENKLEMI

Regiiler ve singiiler noktaya sahip en basit diferansiyel denklem
olarak

L(y)=xy +axy + By=0 (1)
euler diferansiyel denklemini verebiliriz(a=sabit, f=sabit (reel say1))

(1)denklemi icin x=0 noktasinin regiiler ve singiiler oldugu kolayca

O(x)
P(x)

» R(x) _
P(x)

goraliir(lim_, (x-x,) =lim_,, x 3 =a lim_,, x

lim_, x* ﬁz = ) sonlu).
X

Coziim icin
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y=x" secilir

y”=rxr’1
y =r(r-1) x"?

(1) de yerlerine konulursa
r(r-1) X" x*++ax rx"'+p x"=0
r(r-1) x'+o rx"+f x'=0
X'(r’-r+a r+B)=0 r+r(a-1)+p=0 2.derece denklem
genel coziimler:
e Kokler reel ve birbirinden farkh ise (r1,r2)
y=c;x"+epx"

e Kokler reel ve birbirine esit ise(r1=r2=r)

y= (¢; +¢x(Inx))x’
o Kokler kompleks ve eslenikise(r1,r2=axtif})

y=x"[cicos(BInx)+c,sin(BInx)]
dir.

Ornekler:

1) x*y +x’y'=4 ."euler diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
¢oziim:

y=x" segcilir
y=rx""

y =r(r-1) x"2
r(r-1)x"r x"=4
X" (A4 =4 =2, r,=-2

. ’ y=c;X'+¢,x7
2) 2x’y +3xy-y=0 euler diferansiyel denklemini ¢oziiniiz

y=x"segilir
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9

y”=rxr'1 2r(r-1)x"+3r x'- x'=0
y =r(r-1) x"?

x[2r(r-1)+3r-1]=0 2r’+r-1=0
r=1/2 , r,=-1 iki farkli reel kok

12 -1
y=¢1X ! +CX

3) X’y +xy +2y=0 euler diferansiyel denklemini ¢éziiniiz

y=x"secilir

y”=rxr'1

y =r(r-1) x"*

r(r-1) x+rx"+2x"=0 (Ff+142) X'=0
r’+2=0 b’-4ac=-8<0 ri,Ih= #2i kompleks

y=otip  y=0+\2i genel ¢oziim
y=x"[c;cos(BInx)+c,sin(BInx)]
Y= 0100S(\/21nx)+c2sin(\/21nx)]

4) 2x*y +xy -3y=0 y(1)=1,y (1)=4 baslangi¢ kosullar1 ile diferansiyel
denklemi ¢oziiniiz

5) Xzy”-3xy’+4y=0 y(-1)=2 , y’(-1)=3 baslangic kosullari ile
diferansiyel denklemi ¢6ziiniiz

6)x’y +3xy +5y=0 , y(1)=1 , y (1)=1 baslangic kosullari ile
diferansiyel denklemi ¢6ziiniiz

BiR REGULER-SINGULER NOKTA CIVARINDAKI SERI
COZUMLERI
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+ R(x)y =0 (1)

denkleminin x(=0 singiiler noktasi civarinda ¢6ziimiinii arastiracagiz.
Bunun i¢in

0(x) sonlu , lim_ (x)° R(x)
P(x) P(x)

ise x=0 (1) denkleminin regiiler-singiiler noktasidir.

sonlu

lhjlx4>0(xj
Bu nedenle bu fonksiyonlar|x|<p,p<0 civarinda yakinsak kuvvet serilerine
acilabilir.

o) _ R(x) _
o) =p(x) ve P(x) =q(x) ile

xp(x)=> p,x", Xq(x)=>q,x" (2)
n=0 n=0

(1) denkleminde x p(x) ve x’q(x) in goriinebilmesi icin (/) denklemini
P(x) e boler x* ile ¢arparsak:

X’ Y. FX(p(X))y +X°q(x)y=0 3)
XY +X(PtPIXFemennnnn. +pax")y F(qot QX+ Xt FGX)Y=0  (4)
olur.Eger

gL qo=tim, () £

P(x) P(x) )

I)0== lirrlx—ao(;x)

katsayilar1 hari¢ tiim p, ve q, ler sifir ise (4) denklemi
X'y +poxy +qoy=0 (6)
euler dif. denklem sekline doniisiir. Genel durumda p, ve q, n>1 sifirdan

farklidir. Boylece (4) denkleminin ¢6ziimii euler denkleminin benzeridir.

ay#0 olmak iizere
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y=x"(agta;x+a,X +uuuuueeen. +a,x")=x" Y a,x"=>a,x"" @)

seklinde ¢ozlimii oldugunu varsayiyoruz. Dolayisiyla (1) denkleminin
¢Ozimi icin:
e (1) denklemi hangi r degerleri i¢in (7) formunda bir ¢6ziime sahiptir?
e a, katsayilar1 i¢in hangi regiirans bagint1 vardir?
o ianx” serilerinin yakinsaklik yaricaplar1 nelerdir ? sorularina yanit
n=0
verilmelidir.

Bu sekilde ¢oziim aramanin genel yolu Frobenius tarafindan verilmistir.
Frobenius metodunu bir 6rnek tlizerinde incelersek:

Ornek:
2x%y - xy H(1+x)y=0 (8)

denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim:

P(x)=0 ile x=0 noktas1 bu denklemin singtiler noktasidir.

90 — 172 Qo=lim_, (0> 2 =172 sonlu

P(x) P(x)

p0= limx—>0 ()C)

diger tiim p.ve g katsayilar sifirdir. (8) denklemine karsilik gelen
euler denklemini (6) denkleminden yaralanarak
2x%y Xy +y=0 )

denklemini yazariz. (8) denklemini ¢6zebilmek i¢in (7) formunda yani

y=x"(ap+a;x+2,X +uerueneen. +a,x")= > aq,x™"
n=0

seklinde ¢ozlimii oldugunu farz ederek birinci ve ikinci tiirevlerini alip (8)
nolu denklemde yerlerine koyarsak

y= i (r+n)a,x ™! (10)

n=0

y’=% (rtn)(r+n-1)ax"" (11)

n=0
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> 2a,(rtn)(rtn-1) X7 an(rtn) XY anx Y ax™™ =0 (12)

n=0 n=0 n=0 n=0

(12) denkleminin son teriminii a,.1x" " seklinde yazabiliriz. Tiim

n=1

terimleri ortak toplam altinda yazarsak

80(2r(r-1)-r+ D)X+ @(r+n)(r+n-1)-(r-+n)+)a,+a,)x =0 (13)

n=1
Eger (13) her x icin saglamyorsa (13)denklemindeki her mertebeden X in
katsayisi ‘0’ olur. x" nin katsayisindan ag=0 oldugundan

2r(r-1)-r+1=0 (14)

elde edilir. (14) denklemine (8) denkleminin ‘indis denklemi’ denir.
Bu indis denkleminin kdkleri r;=1 ve r,=1/2 dir t nin'bu degerlerine x=0
regiiler-singiiler noktasinin singiilerliliginin kuvvetleri denir.

(13) denkleminde x"™" katsayisin1 0 a esitlersek

(2(r+n)(r+n-1)-(r+n)+1)a,+ta, ;=0 (15)
ile reglirans bagintisiy(katsayilar arasindaki baginti)
ay=- an.1/(2(p#n)(rtn=1)-(rtn)+1) (16)

elde edilir.’ay ve a, katsayilar kiimesinin tiimiinii elde etmek icin
indis denkleminin her r; ve r, kokii icin (16) nolu regiirans bagintisini
kullaniliriz.

r=r;=1 i¢in (16) nolu denklem n>1 i¢in

== an /()1 bA) - ay=- a,.1/(2(1+m)n)-n
a,=- a,1/(2n+1)n

olur.

n=1 i¢in a;=-ap/3

n=2 igin a,=- a;/5%2=ay/5%2*3 hepsi aj a bagh

n=3 i¢in as= -ay/7*3= ay/T*5%3%2%*3
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a,=-(1)"/(2n+1)n! n>1

ap =1 alarak a, katsayisini ¢ikarirsak (8) denkleminin ¢oziimii

yl(x)=>{1+ 3 ((z‘nllsnl (18)

n=1

(18) deki yakinsaklik yarigapini bulmak i¢in oran testini uygularsak

her x i¢in
n+l
fim, [ i B g,
a (x)" 2n+3)(n+1)

Buradan her x i¢in seri yakinsar.

r=r;=1/2 i¢in (16) nolu denklem n>1 icin

an=—ﬁ regiirans bagintisi elde edilir. n=1,2,3... verilerek
n\Zn —

a; katsayilar belirlenir.

n=1 icin a;=-ag/l*1

n=2 i¢in a)=- a1/2*3=ay/(1*2)(1*3) hepsi ay a bagh
n=3i¢in a3= -a,/3%5=-ay/(1*2%3)(1*3*5)

a,=-(1)"/(2n-1)n! n>1 (19)

ap =1 alarak a, katsayisini c¢ikarirsak (8) denkleminin ¢éziimi

YZ(X): X |:1+Z ( 1)”xn } (20)

2n— ln'

(20) deki yakinsaklik yarigapini bulmak i¢in oran testini uygularsak

her x i¢in
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i

an+1 (x)'”l —
" 2+ (n+1)

a,(x)"

lim =0olur.

n—>0

Buradan her x i¢in seri yakinsar. Boylece (8) denkleminin genel ¢oziimii

Ygenelzc 1 Y1 (X)+C2Y2(X)
olur.

BiR REGULER-SINGULER NOKTA CiVARINDAKI SERI
COZUMLERI (2.kisim)

Bu béliimde L(y)=x"y +x(xp(x))y +(x’q(x))y=0 (1)

denkleminin genel ¢coziimiinii arastiracagiz.

(1) denklemindeki

p(x) =) p,x", x’gq(x)=>q,x" (2)
n=0 n=0

|x|<p araliginda yakinsak serilerdir.

O) _ R(x) _
P(r) p(x) ve () q(x)

x=0 noktas1 regiiler-singiiler noktadir, yani

. . R
Po= lim_,(x) ggg qo=lim__,(x)’ % sonlu
katsayilar1 hari¢ tiim p, ve q, ler sifir ise euler denklemi
X'y APoxy +qoy=0 3)

seklindedir. ve (1)denkleminin ¢6ziimii a0 olmak iizere

Y=()(r,x)=X"(ap+a,X+2,X +Feuuucrnne. +a,x")= ianx”" “4)

n=0

seklinde aranir, birinci ve ikinci tiirevleri alinarak (1) denkleminde
yerlerine konur,

y=> (rfmax™™"
n=0
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y = i (r+n)(r+n-1Dax™ ™ (5)

n=0

aor(r-1)x"+a; (r+ Dr x" ... (r+n)(r+n-1)anx" " H(po+p X +Hpax ...t pax™)|
aorx'+ a;(r+1) X"+ A (rrn)ax " Qo QxR Qx|
aox'+a;x"+....+ a,x""™...]=0 bulunur. sonsuz terimleri ¢arpip ayni
mertebeden terimleri gruplarsak

L@~ FOK Sa [0 +0)p,., + 0, ) =0 ©)
F(r) =r(r-1)*por+do (7)
dir.

(6)denkleminin saglanmasi i¢in x in tiim kuvvetlerinin katsayilar sifir
olmalidir 240 oldugundan x" i i¢ceren F(r) =r(r-1)+pgr+qo=0 olur Bu
denkleme indis denklemi denir. bu indis denkleminin koklerir; > 1, , r; ve
r, reel kokleri olsun Bu r; ve r, ye singiiletligin kuvveti de denir.
(6)denkleminde x"" nin katsayis1 0 a esitlersek

Salrp,, +q.]-0 (8)

k=0

n>0 i¢in (1) denkleminin (4) formunda

Y(X)$)=X"(ap+ax+2,X Fiuunee.nn +a,x")= ianx””
n=0
ile
1= [1# Y a, ()" ] x>0 )

n=l1

bir ¢dzliimii bulunur.
Burada a,(r) ler (8) rekiirans denkleminde a;=1, r=r; alinarak bulunur.

e Eger ry#r1 1se,

A=K+ a, ("] x>0 (10)
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bulunur
e Kokler esit ise r=r=r ise,(6) denklemi
L(¢)(r1,x)=ao[F(r)]x=ao(r-r1 )ZXr (11)

formuna indirgenir. F(r) nin katl1 kokii oldugundan r=r; alirsak (11)
denklemi L(¢)(r;,x)=0 bulunur. Dolayisiyla (1) denkleminin bir ¢6ziimii

Vi1 a0, (' ] x>0

seklinde bulunur. (11) denkleminden
L[8d/0r](r1,X) = ag 8/0r [ (r-11)*x" ]= ao[(r-11) X Inx+2(x-1;) X'} (12)

bulunur. bundan yararlanarak (1) denkleminin ikinci ¢6ztimii

y2(x)= /or(xTapt Y a, ()" Deerr= X" Inx[agt Sa, (11" 1+x1Y d ()" =
n=l1

n=1 n=1

y2(x)= yi(x)Inx+ x"; > a, (r)x! 13)

n=1
bulunur. (Burada a’n(r1)=dan/dr1 ). (13) denklemi daha basit olarak
y=yi(x)Inx+ x"! ibnx” (14)

n=1

formunda da bulunabilir.

o Kokler farkt bir tamsayi ise (r;-1,=N)

bu durumda

cn(r2)=0/or[(r-12)ay(r) ] (15)

katsayilar1 apg=1 ve a, de (8) nolu rekiirans denkleminden elde
edilerek bulunur. ayrica a katsayisi

a=lim,_, ,(r-n)a,(r) (16)

dir. r;-r,=N ise ikinci ¢Ozlim:
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ya(x)=ay; () InxHx P+ e, () ] 17)

seklinde bulunur.

Teorem:

Xy +x[xp(x) ly +[x’q(x) Jy=0 (1)
diferansiyel denklemi g6z oniine alinsin x=0 noktas1 (1) denkleminin

regiiler-singiiler noktasidir. x=0 noktasinda xp(x) ve x’q(x) analitiktir
ve ayrica |x|<p araliginda

xp(x) = ipnﬂ, x*q(x) = iqnx” (2)

n=0
serileri yakinsaktir.

F(r) =r(r-1)+por+qo

e indis denkleminin kokleri r; ve'r; olsun ve r 2r, sart1 saglansin
bu durumda -p<x<0 ve 0<x<p araliklarinin birinde

Vi=xX"[14 Y a, (" ]

seklinde bir ¢oziim bulunur. a,(r;) ler (8)denkleminde a,=1, r=r,
alinarak bulunur.

o Eger 1,-11#0 ve (+) bir tamsay1 degilse, -p<x<0 ve 0<x<p
araliklarinin birinde

Y2 )=x"[1+Y a, (1 ]

ikinci bir lineer bagimsiz ¢6ziim bulunur. a,(r;) ler (8)denkleminde
a)=1, r=r, alinarak bulunur.

® 1=, ise ikinci ¢Oziim

ya()= yi()nxt xS 6, ("

n=l
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e 11-1, =N (kokler farki pozitif tamsayi ise), ikinci ¢oziim

yz(x)=ay1(x)lnx+|x|r2[l+ i c,(r)x"]

n=l

seklindedir. Buradaki a,(ry), b,(ry), c,(r2) katsayilar: ve ‘a’ sabiti (1)
denkleminde y yerine seri ¢coziimleri konularak elde edilen formdan
yararlanilarak bulunur. Basitlik icin yukaridaki denklemde a=0
secilirse logaritmik deger kalkar,bu durumda son iki kisimdaki (r,=r,
, ve ri-r,=N kisimlarinda elde edilen)serilerin her ikisi de

|x|<p araliginda yakinsar.

ODEV:

2x(14x)y +(3+x)y -xy=0 regiiler singiiler noktalar civarinda¢oziimlerin
Ozelliklerini arastiriniz.

BESSEL DENKLEMIi
X’y +xy Hx*v)y=0 (v(sabit)) (1)

x=0 noktasi regiiler-singiiler noktadir. Basitlik i¢in x>0 durumu
incelenmektedir. Bu béliimde Bessel denklemini

1. Sifirinct mertebeden Bessel denklemi
2. 1/2. mertebeden Bessel denklemi

3. 1. mertebeden Bessel denklemi

olmak iizere 3 6zel durumda ele alacagiz. Bu hallerden 1/2. mertebeden
Bessel denklemi acik olarak incelenecektir.

1/2. Mertebeden Bessel Denklemi

Burada ele alinacak 6rnek ¢oziim kokler farkinin tamsay1 ve ikinci
¢Ozlimiin logaritmik terim icermemesine aittir. (v=1/2 alirsak)

L(y)=x"y +xy +(x" - 1/4v*)y=0 (b1)
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olur.y=¢(r,x)=aox'+ i a,x"" serisini (bl) de yerine koyarsak

n=l1

L()(r,x) = Zw:[(r+n)(r+n )+ — 1A = (7 =1 Bagx” +|(r+1)2 — 1/ 4l x" +

+i([(r +n)’ —1/4]1,1 +a,,)x"™" =0 (b2)

Indis denkleminin kokleri ( r1=1/2, ve r2=-1/2 ) dir. Regiirans bagintis1
(r+n)’-1/4a, +a, ,)x™" =0 n>2 ile

B an—2

=— "2 b3
n (r+n)2—l/4 (%3)

olur.

rl1=1/2 i¢in (b2)denklemindeki x""' in katsayisindan a,;=0 bulunur. Boylece (b3)

denkleminden asz=as=........... =a(n+1)=0 olur
L _an—Z _aZn—2 L
r1=1/2 i¢in a, =——"-— veya a,, = ———"—— a,=2,4,6 igin
n(n+1) 2n(2n+1)
ar=-ap/3! ,as=aop/5!, a;=(-1)"a¢/(2n+1)! Veya
Boylece ap=1 alirsak
12 (- 1) x" 1/2 (=" x>
x)=x [1+ b4
yi(x)=x"[ Z; Z; o+ 1)! (b4)

(b4) deki kuvvet serisi Sinx fonksiyonuna karsilik gelir. Boylece 72
Bessel fonksiyonunun bir ¢oziimii

yl(x)=x-1/ ’Sinx olur. Buradan % Bessel denklemi

J1=Q/Pi)*y, Ji2(x)=2/x*Pi)"2Sinx x>0 (b5)
seklinde bulunur.

r,=-1/2 icin N=r1-r2=1 oldugundan a; katsayilarinin

bulunmasina dikkat edilmelidir. (b2) denkleminden goriilecegi gibi
x" ve X" Katsayilar1 0 olur. Bu nedenle a, ve a; keyfi secilebilir.
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Regiirans denkleminden c¢ift indisli katsayilar a, a, tek indisli

katsayilar, a; e bagh olarak elde edilir ( Bu nedenle ikinci ¢éziimde

logaritmik terim bulunmaz) Burada
r=-1/2 icin

-1)" -1)" .
a,, _ D 4, = (=D)’a, boylece
2n! (2n+1)!

o0 (_l)nx2n © (_l)nx2n+l
-12| a +a EsEE——
y2(X)=x OZ; 2n! IZ; (2n+1)!

ya(x)= 2o Cosx/x"*+a; Sinx/x""?

x>0 (b6)
Bessel denkleminin 2.¢oziimii

a,=(2/Pi)"? a,=0

aliarak elde edilir. bunu J(-1/2) ile gosteririz. Buradan

J(-1/2) (x)=(2/(Pi*x))"*cosx %0

Boylece (b1) denkleminin genel ¢6ziimii

Yeene=C1 J12 (X)F¢2 L1z (X)
seklinde bulunur.
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